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�é���������K
Q�. �m.Ì'@ �HA������J
 	�J.�Ë @ : ÈðB@ 	áK
Q����������Ò�JË @

F =

{
M(x, y) =

(
x y

0
1
x

)
∈ M2(R)/(x, y) ∈ R∗ × R

}
: �é«ñ �Òj. ÖÏ @ F 	áº�JË

(M2(R),×) 	áÓ Q�®.�J�Ó �Z 	Qk. F 	à@ 	á�
J. 	JË (
�
@ - 1

A�	JK
YË F 	áÓ M(a, b) ð M(x, y) 	áº�JË

M(x, y)×M(a, b) =

(
x y

0
1
x

)
×

(
a b

0
1
a

)
=


 xa xb +

y

a

0
1
xa




= M(xa, xb +
y

a
)

(M2(R),×) 	áÓ Q�®.�J�Ó �Z 	Qk. F é 	JÓ ð
�éJ
ËXAJ. �K Q�
 	« �èQÓ �	P (F,×) 	à

�
@ 	á�
J. 	JË (H.

F ú

	̄ ù
 ªJ
Òm.�

�' × 	àA�
	̄
M2(R) ú


	̄ ù
 ªJ
Òm.�
�' × ð (M2(R),×) 	áÓ Q�®�J�Ó �Z 	Qk. F 	à

�
@ A �Üß. (1)

F ú

	̄ × È �éJ.� 	�ËAK. F ú


	̄ YK
AjÖÏ @ Qå� 	JªË @ I = M(1, 0) ∈ F A�	JK
YË (2)

F ú

	̄ × È �éJ.� 	�ËAK. éË É�KAÜ�Ø M(

1
x

,−y) ÉJ. �®K
 F 	áÓ M(x, y) Qå�	J« É¿ (3)

: 	X A �	��Ó ÈA
��JÓ A�	JK
YË , F ú


	̄ ú
ÍXAJ. �K Q�
 	« × (4)

M(1, 1)×M(2, 3) =
(

1 1
0 1

)
×

(
2 3

0
1
2

)
=




2
7
2

0
1
2




M(2, 3)×M(1, 1) =

(
2 3

0
1
2

)
×

(
1 1
0 1

)
=

(
2 5

0
1
2

)
ð

M(1, 1)×M(2, 3) 6= M(2, 3)×M(1, 1) é 	JÓ ð

(F,×) 	áÓ �éJ
K� 	Q �k. �èQÓ �	P G 	à
�
@ 	á�
J. 	JË G = {M(x, 0) ∈ F/x ∈ R∗} 	áº�JË - 2

I ∈ G 	à
�
B G 6= ∅ A�	JK
YË (1)

M(x, 0)×M(a, 0)−1 = M(x, 0)×M(
1
a
, 0) = M(

x

a
, 0) : A�	JK
YË R∗ 	áÓ a ð x 	áºJ
Ë (2)

E = R∗ × R. 	áºJ
Ë - 3

∀(x, y) ∈ E, ∀(a, b) ∈ E : (x, y)⊥(a, b) = (xa, xb +
y

a
) ⊥ ú
Î

	g@YË@ I. J
»Q��Ë @ 	àñ�	KA �®K. E Xð �	Q 	K
φ : (F,×) 7→ (E,⊥)
M(x, y) 7→ (x, y)

: ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K

(1, 1)⊥(2, 3) = (2,
7
2
) ð (2, 3)⊥(1, 1) = (2, 5) (

�
@

A�	JK
YË ; F 	áÓ 	áK
Qå� 	J« M(a, b) ð M(x, y) 	áº�JË : É¿ A ���� φ 	à@ 	á�
J. 	JË (1) (H.
(

�
@ (1 H. @ñm.Ì'@ I. �k : φ(M(x, y)×M(a, b)) = φ(M(xa, xb +

y

a
))

�éJ
 	K A�K �éêk. 	áÓ ½Ë 	Y» A�	JK
YËð
é 	JÓð : φ(M(xa, xb +

y

a
)) = (xa, xb +

y

a
) = (x, y)⊥(a, b) = φ(M(x, y)⊥φ(M(a, b))

φ(M(x, y)×M(a, b)) = φ(M(x, y)⊥φ(M(a, b))
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	æ �£ �ñË@ 	àAj�J�ÓB@ iJ
j� ����

: ÉK. A �®�K φ 	à@ 	á�
J. 	JË (2)

φ(M(x, y)) = (x, y)
��IJ
m�'. F 	áÓ M(x, y) �èYJ
kð �é 	̄ñ �	®�Ó XY� m�'
 E 	áÓ (x, y) h. ð 	P É¿

�èQÓ �	P (E,⊥) 	à 	X@� ,
�éK
Q��. m.Ì'@ �éJ
 	�J. Ë @ � 	® 	K A �ÒêË (F,×) ð (E,⊥) 	à@ �i. �J 	J���	� ��K. A�Ë@ È@ ñ ��Ë@ 	áÓ (h.�éJ
ËXAJ. �K Q�
 	«

.

�é������K
Y�®ªË@ X@Y������«
�
B@ : ú


	GA�JË @ 	áK
Q����������Ò�JË @

m 6= 1 �IJ
m�'.
��ø
 Y�®« �X �Y« m

: (E) : z2 − (1− i)(1 + m)z − i(m2 + 1) = 0 �éËXAªÖÏ @ C �é«ñÒj. ÖÏ @ ú

	̄ Q�. �Jª 	K −I

∆ = [(1 + i)(m− 1)]2 	à
�
@ 	áÓ �� ��®j�J 	JË(

�
@ −1

∆ = [(1− i)(1 + m)]2 + 4i(m2 + 1) A�	JK
YË
	àA�

	̄ (1 + i)2 = 2i ð (1− i)2 = −2i 	à
�
@ A �Üß.

∆ = 2i(m2 − 2m + 1) = (1 + i)2(m− 1)2 = [(1 + i)(m− 1)]2

(E) �éËXAªÖÏ @ C ú

	̄ Éj	JË (H.

ð z1 =
(1− i)(1 + m)− (1 + i)(m− 1)

2
= 1− im : A �Òë 	á�
Êg ÉJ. �®�K E

z2 =
(1− i)(1 + m) + (1 + i)(m− 1)

2
= m− i

z1z2 = 1 ⇔ (1− im)(m− i) = 1 ⇔ −i(m2 + 1) = 1 (h.
⇔ m2 + 1 = i ⇔ m2 = −1 + i

: �éJ
ËA�JË @ (S) �éÒ 	¢	JË @ Zú

	̄ A¾�K iJ.��� m2 = −1 + i

�éK
ðA���ÖÏ @ m = x + iy © 	�	�

	àA�
	̄ �èPA ��B� @ � 	® 	K A �ÒêË y ð x 	à

�
@ A �Üß. (S) ⇔





x2 − y2 = −1
x2 + y2 =

√
2

2xy = 1
⇔





x2 =
√

2− 1
2

y2 =
√

2 + 1
2

2xy = 1

m = −[

√√
2− 1
2

+ i

√√
2 + 1
2

] ð
�
@ m =

√√
2− 1
2

+ i

√√
2 + 1
2

: A�	JK
YË ,
π

2
< θ < π ð m = eiθ �éËAg ú


	̄ −2

ð z1 = 1− im = 1 + e
i(θ−

π

2
)
= e

i(
θ

2
−

π

4
)
(e
−i(

θ

2
−

π

4
)
+ e

i(
θ

2
−

π

4
)
) = 2 cos(

θ

2
− π

4
)e

i(
θ

2
−

π

4
)

é 	JÓð 0 <
θ

2
− π

4
<

π

2
	àA�

	̄ π

2
< θ < π 	à

�
@ A �Üß.

z1 = 2 cos(
θ

2
− π

4
)
(

cos(
θ

2
− π

4
) + i sin(

θ

2
− π

4
)
)

z2 = m− i = eiθ + e
−i

π

2 = e
i(

θ

2
−

π

4
)


e

i(
θ

2
+

π

4
)
+ e

−i(
θ

2
+

π

4
)




�
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é 	JÓð π

2
<

θ

2
+

π

4
< π 	àA�

	̄ π

2
< θ < π 	à

�
@ A �Üß. ð

z2 = 2e
i(

θ

2
+

3π

4
)

cos(
3π

4
− θ

2
) = 2 cos(

3π

4
− θ

2
)
(

cos(
θ

2
+

3π

4
) + i sin(

θ

2
+

3π

4
)
)

M2(z2) ð M1(z1) ,M(m) ¡�®	JË @ Q�. �Jª 	K II

ø

�
@ 1− im−m

−i
∈ R ø


�
@ z1 −m

z2 −m
∈ R 	àA¿ @ �	X @� ¡�® 	̄ð @ �	X @�

�éJ
Ò�®�J�Ó M2,M1,M ¡�®	JË @ 	àñ
�
º�K 1

i + m− im ∈ R
M2,M1,M

�IJ
m�'. M ¡�®	JË @ �é«ñ �Òm.× é 	JÓð (x, y ∈ R, (x, y) 6= (1, 0)) ©Ó m = x + iy © 	�	�
é�JËXA �ªÓ Õæ


�®�J�Ó ø
 @ 1 + y − x = 0 ø
 @ i + x + iy − i(x + iy) ∈ R ���®� m��' ú

�æË@ ù
 ë �éJ
Ò�®�J�Ó

A(1, 0) �é¢�® 	JË @ 	áÓ ÐðQm× 1 + y − x = 0

z′ = 1− iz �IJ
m�'. M ′(z′) ð M(z) 	áº�JË (
�
@ −2

é 	JÓð ω = 1− iω ⇔ ω =
1
2
− i

2
���®� m�'
 ω A�ê �®mÌ �èYÓA� �é¢�® 	K ÉJ. �®K
 R ÉK
ñj�JË @ A�	JK
YË

∀z ∈ C, z 6= ω,
z′ − ω

z − ω
= −i. é 	JÓ ð z′ = 1− iz ⇔ z′ − ω = −i(z − ω)

	àX@�
(−−→
ΩM,

−−→
ΩM ′

)
≡ −π

2
[2Π]ΩM ′ = ΩM. 	àA i. �J 	J���	� ω =

1
2
− i

2
��j� Ê

�
Ë @ �H@ 	X �é¢�® 	JË @ Ω 	áº�JË

−π

2
é�JK
ð@ 	P �AJ
�̄ ð Ω è 	Q»QÓ 	à@PðX R

m = x + iy, © 	�	� (H.
z2 − z1

z2 −m
∈ IR⇔ m− i− 1 + im

m− i−m
∈ IR⇔ i(x + iy − i− 1 + ix− y) ∈ IR

⇔ −y + 1− x = 0 ⇔ Re(m) + Im(m) = 1

�èQK� @X Yg. ñ�K é 	JÓð Ω ú

	̄ �éK
ð@ 	QË @ Õç'� A

�̄ ΩMM1
�IÊ�JÖÏ @ é 	JÓð z1 = 1− im ⇒ R(M) = M1 A�	JK
YË (h.

. ΩMM1
�IÊ�JÖÏ AK.�

�é¢�J
jÖÏ @ �èQK� @YË @ ù
 ë ð , A�îD
	̄ Q¢�̄ [MM1] �IJ
m�'. Ω ð M,M1
	áÓ QÖ �ß �èYJ
kð (C)

ú

	̄ �éK
ð@ 	QË @ Õç'� A

�̄
M2MM1 Z�ú


	̄ A¾K
 M2 ∈ (C) Z�ú

	̄ A¾K
 �èPð@Y�JÓ M2 ð Ω,M, M1 ¡�®	JË @ 	àñº�K é 	JÓ ð

z2 − z1

z2 −m
∈ IR Z�ú


	̄ A¾K
 arg(
z2 − z1

z2 −m
) ≡ ±π

2
[2π] Z�ú


	̄ A¾K

(−−−→
M2M,

−−−−→
M2M1

)
≡ ±π

2
[2Π] Z�ú


	̄ A¾K
 M2

Re(m) + Im(m) = 1 ��K. A�Ë@ È@ ñ ��Ë@ �I. �k Z�ú

	̄ A¾K


é�JËXAªÓ ø

	YË@ Õæ


�®��J�ÖÏ @ ù
 ë �èPð@Y�JÓ M2 ð Ω,M, M1
���®� m��' ú


�æÊ
�
Ë @ M(m) ¡�®	JË @ �é«ñÒm.× 	à 	X@�

A(1, 0) �é¢�® 	JË @ 	áÓ ÐðQm× : x + y − 1 = 0

.

�HAJ
���������������K. A����mÌ'@ : �IËA�JË @ 	áK
Q����������Ò�JË @

an = 2n + 3n + 6n − 1 : ©���� 	�	� N∗ 	áÓ n É¾Ë

ú
k. ð 	P X �Y« an N∗ 	áÓ n É¾Ë é 	K @ 	áÓ ������®����j�J 	JË (
�
@ 1

2 ≡ 0[2] ⇒ ∀n ∈ N∗, 2n ≡ 0[2]

3 ≡ 1[2] ⇒ ∀n ∈ N∗, 3n ≡ 1[2]

http://mathkas.ici.ma
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6 ≡ 0[2] ⇒ ∀n ∈ N∗, 6n ≡ 0[2]

∀n ∈ N∗, an = 2n + 3n + 6n − 1 ≡ 1− 1 ≡ 0[2] é 	JÓð
ú
k. ð 	P X �Y« an N∗ 	áÓ n É¾Ë 	à 	X@�

2 ≡ −1[3] ⇒ ∀n ∈ N∗, 2n ≡ (−1)n[3] an ≡ 0[3] A�êÊg. @ 	áÓ 	àñºK
 ú

�æË @ n Õæ


�̄ XY�
�j�	JË (H.

3 ≡ 0[3] ⇒ ∀n ∈ N∗, 3n ≡ 0[3]

6 ≡ 0[0] ⇒ ∀n ∈ N∗, 6n ≡ 0[3]

ú
k. ð 	P X �Y« n 	àA¿ @ �	X @� ¡�® 	̄ð @ �	X @� ∀n ∈ N
∗, an = 2n + 3n + 6n − 1 ≡ (−1)n − 1 ≡ 0[3] é 	JÓð

p > 3 �IJ
m�'. A�J
Ëð
�
@ @ �X �Y« p 	áºJ
Ë −2

(Fermat) �é 	J �ëQ�.Ó �I. ��k é	KA�
	̄

p Z 6 = 1 ð p Z 2 = p Z 3 = 1 	àA�
	̄ ú
Íð

�
@ p ð p > 3 	à

�
@ A �Üß. (

�
@

6p−1 ≡ 1[p] ð 2p−1 ≡ 1[p], 3p−1 ≡ 1[p]

	à@ i. �J 	J���	� ��K. A�Ë@ È@ ñ ��Ë@ 	áÓ 6ap−2 = 3× 2p−1 + 2× 3p−1 + 6p−1 − 6 A�	JK
YÊ(K.
6ap−2 = 32p−1 + 23p−1 + 6p−1 − 6 ≡ 3 + 2 + 1− 6 ≡ 0[p]

p/ap−2 (GAUSS) �é 	J �ëQ�.Ó �I. �k 	àA�
	̄

p Z 6 = 1 	à
�
@ A �Üß. ð p/6ap−2 é 	JÓð

A�J
Ëð
�
@ @ �X �Y« q 	áºJ
Ë (h.

n = k é 	JÓð ak Z q = q ð ∀kN∗, q/ak (
�
@ −1 È@ ñ ��Ë@ 	áÓ q = 2 : I

�éËAmÌ'@
n = 2k é 	JÓð a2k Z q = q ð ∀kN∗, q/a2k (H. −1 È@ ñ ��Ë@ 	áÓ q = 3 : II

�éËAmÌ'@
n = q − 2 é 	JÓð aq−2 Z q = q ð q/aq−2 (H. −2 È@ ñ ��Ë@ 	áÓ q > 3 : III

�éËAmÌ'@

.

É��������J
Ê������j�JË @ : �éË
�
A�Ó

	àA¿ @ �X@� : fn(x) = x(1− ln(x))n ú
ÎK
 A �Üß. �é 	̄QªÖÏ @ fn : [0,+∞[7→ R �éË @YË @ Q�. �Jª 	K N∗ 	áÓ n 	áºJ
Ë
fn(0) = 0 ð x > 0

(O;~i,~j) Ñ 	¢	JÜ�Ø YÓAª�J �Ó ÕÎª�Ó ú

	̄ A �ëA 	Jj	JÓ (Cn)

È �ðB@ Z 	Q�m.Ì'@

Q 	®�Ë@ ú

	̄ 	á�
ÒJ
Ë @ ú

�
Î �« fn ÈA���@� (

�
@ −1

fn(0) = lim
x→0+

fn(x) 	à@ 	á�
J. 	JË
ú

�
Î �« É�m� 	' tn = x © 	�ñK.

lim
t→0+

tln(t) = 0 	à
�
B lim

x→0+
fn(x) = lim

t→0+
tn(1− nln(t))n = lim

t→0+
(t− ntln(t))n = 0 = fn(0)
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Q 	®�Ë@ ú

	̄ 	á�
ÒJ
Ë @ ú

�
Î �« fn

��A�®�J� ��@ �é�J
ÊK. A�̄ (H.
lim

x→0+

fn(x)− fn(0)
x− 0

I. �j	JË
Q�
 	« fn

	à 	X @� lim
t→0+

−ln(t) = +∞ 	à
�
B lim

x→0+

fn(x)− fn(0)
x− 0

= lim
x→0+

(1− ln(x))n = +∞ A�	JK
YË
Q 	®�Ë@ ú


	̄ 	á�
ÒJ
Ë @ ú
�
Î �« ��A�®�J� ��C� Ë�

�éÊK. A�̄

lim
x→+∞

f1(x)
x

= lim
x→+∞(1− ln(x)) = −∞ lim

x→+∞ f1(x) = lim
x→+∞x(1− ln(x)) = −∞ (h.

lim
x→+∞

f2(x)
x

= lim
x→+∞(1− ln(x))2 = +∞ lim

x→+∞ f2(x) = lim
x→+∞x(1− ln(x))2 = +∞

f1
�H@Q�
 	ª�K (

�
@ −2

∀x > 0, f ′1(x) = 1− ln(x)− 1 = −ln(x) ð R∗+ ú
�
Î« ��A�®�J� ��C� Ë�

�éÊK. A�̄ f1 A�	JK
YË
f1

�H@Q�
 	ª�K ÈðYg.

x 0 1 +∞
f ′1(x) ‖ + 0 −
f1(x) 0 ↗ 1 ↘ −∞

f2
�H@Q�
 	ª�K (H. −2

ð R∗+ ú
�
Î« ��A�®�J� ��C� Ë�

�éÊK. A�̄ f2 A�	JK
YË
∀x > 0, f ′2(x) = (1− ln(x))2 − 2x

1
x

(1− ln(x)) = (ln(x)− 1)(1 + ln(x))

x 0 e−1 e +∞
f ′2(x) ‖ + 0 − 0 +
f2(x) 0 ↗ 4e−1 ↘ 0 ↗ +∞

: (C2) ð (C1) È ú
�
æ.�

	�Ë @ © 	�ñË@ �é�@PX (
�
@ −3

∀x ∈ R∗+, f1(x)− f2(x) = x(1− ln(x)(1− 1 + ln(x)) = xln(x)(1− ln(x))

x 0 1 e +∞
f1(x)− f2(x) 0 − 0 + 0 −
ú
�

æ.�
	�Ë @ © 	�ñË

�
@ C1

��ñ 	̄
C2 C2

��ñ 	̄
C1 C1

��ñ 	̄
C2
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ú

	GA�JË @ Z 	Q�m.Ì'

�
@

∀x ≤ 0, F (x) =
∫ 1

ex

f1(t)
1 + t2

dt :
��IJ
m�'. F

�éË @YË @ Q�. �Jª 	K −1

ð ]−∞, 0[ ú
�
Î« ��A�®�J� ��C� Ë�

�éÊK. A�̄ u : x 7→ ex �éË @YË @ ð [0,+∞[ ú
�
Î« �éÊ��J�Ó t :7→ f1(t)

1 + t2
�éË @YË

�
@ (

�
@

	à@ ð ]−∞, 0[ ú
�
Î« ��A�®�J� ��C� Ë�

�éÊK. A�̄ F é 	JÓ ð u (]−∞, 0[) @ [0, +∞[

∀x < 0, F ′(x) = −ex (f(ex))
1 + e2x

= −exex(1− ln(ex))
1 + e2x

=
e2x(x− 1)

1 + e2x

]−∞, 0[ ú
�
Î« �éJ
��̄ A 	J�K F (H.

é 	JÓð 0 ≤ f1(t) ð ∀t ∈ [ex, 1], 2 ≥ 1 + t2 ≥ 1 + e2x A�	JK
YË ]−∞, 0[ 	áÓ x 	áºJ
Ë (
�
@ −2

é 	JÓ ð ∀t ∈ [ex, 1],
1
2
f1(t) ≤ 1

1 + t2
f1(t) ≤ 1

1 + e2x
f1(t)

ø

�
@

∫ 1

ex

1
2
f1(t)dt ≤

∫ 1

ex

1
1 + t2

f1(t)dt ≤
∫ 1

ex

1
1 + e2x

f1(t)dt

1
2

∫ 1

ex

f1(t)dt ≤ F (x) ≤ 1
1 + e2x

∫ 1

ex

f1(t)dt

(
x2(

3
4
− ln(x)

2
)
)′

= f1(x) A�	JK
YË ]−∞, 0[ 	áÓ x É¾Ë (H. −2

	àA�
	̄ lim

x→−∞ e2x(
3
4
− x

2
) = 0 	à

�
@ A �Üß. ð

∫ 1

ex

f1(t)dt =
[
t2(

3
4
− ln(t)

2
)
]1

ex

=
3
4
− e2x(

3
4
− x

2
) (h.

lim
x→−∞

∫ 1

ex

f1(t)dt =
3
4

3
8
≤ l ≤ 3

4
	à@ i. �J 	J���	� (H. −2 È@ ñ ��Ë@ 	áÓ −3

�IËA�JË @ Z 	Q�m.Ì'
�
@

un =
∫ e

1
fn(t)dt © 	�	� N∗ 	áÓ n É¾Ë

un =
∫ e

1
fn(t)dt ≥ 0 é 	JÓð ∀x ∈ [1, e], fn(x) ≥ 0 A�	JK
YË N∗ 	áÓ n 	áºJ
Ë (

�
@ −1

A�	JK
YË [1, e] 	áÓ x 	áºJ
Ë (H.
A�	JK
YË ð fn+1(x)− fn(x) = x(1− ln(x))n(1− ln(x)− 1) = −xln(x)(1− ln(x))n

1 ≤ x ≤ e ⇒




0 ≤ ln(x)
0 ≤ 1− ln(x)

0 ≤ (1− ln(x))n

∀x ∈ [1, e], fn+1(x)− fn(x) ≤ 0 é 	JÓð

ú
�
Î �« É�m� 	' [1, e] ú

�
Î �« fn+1 − fn ≤ 0 �é�KðA 	®�JÖÏ @ �éÊÓA¾Öß. ��K. A�Ë@ È@ �ñ ��Ë@ 	áÓ n ∈ N∗ 	áºJ
Ê(k.

un+1 ≤ un

((h. −1 ) I. �k �éJ
��̄ A 	J�K ð ((
�
@ −1 ) I. �k Q 	®�ËAK. �èPñ 	ª�Ó (un) (X
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	̄
� ú
�

	æ �£ �ñË@ 	àAj�J�ÓB@ iJ
j� ����

u′(x) = x, v(x) = (1− ln(x))n+1 © 	�	� n ∈ N∗ 	áºJ
Ë (
�
@ −2

u(x) =
x2

2
, v′(x) = −(n + 1)

(1− ln(x))n

x

é 	JÓð un+1 =
∫ e

1
x(1− ln(x))ndx =

[
x2

2
(1− ln(x))n+1

]e

1

+
(n + 1)

2

∫ e

1
x(1− lnx)ndx

∀n ≥ 1, un+1 = −1
2

+
n + 1

2
un

ú
�
Î« A �ÒîD
�JËXAªÓ 	áK


	YË @ 	á�
ÒJ
�®�J�ÖÏ @ ð C2 ð C1
	á�
K. Pñ�jÖÏ@ ø �ñ�J�ÖÏ @ 	Q�
g �ékA�Ó A 	áº�JË (H.

. Q��Ò�J 	��ËAK. x = e ð x = 1 ú
�
Í@ñ�JË @

A =
∫ e

1
|f2(x)− f1(x)|dx× 4cm2 = u1 − u2 × 4cm2

A = 2cm2 é 	JÓð u1 − u2 =
1
2

((
�
@ −2 ) �I. �k A�	JK
YËð

) I. �k 	à
�
@ A �Üß.ð un − 1

n + 1
= (n + 1)un − 1 = 2un+1 ((

�
@ −2 ) I. �k n ≥ 2 É¾Ë (

�
@ −3

un ≥ 1
n + 1

	à 	X @� un − 1
n + 1

≥ 0 	àA�
	̄

un+1 ≥ 0 ((
�
@ −1

	àA�
	̄ �éJ
��̄ A 	J�K (un) 	à

�
@ A �Üß. ð 2un+1 + 1 = (n + 1)un ((

�
@ −2 ) I. �k n ≥ 2 É¾Ë A�	JK
YËð

ú
ÍA�JË AK. ð un ≤ 1
n− 1

é 	JÓð (n + 1)un ≤ 2un + 1 é 	JÓð 2un+1 + 1 ≤ 2un + 1
1

n + 1
≤ un ≤ 1

n− 1

lim
n→+∞nun = 1, lim

n→+∞un = 0 i. �J 	J���	� ��K. A�Ë@ È@ �ñ ��Ë@ 	áÓ (H.

∀n ≥ 1, dn = |vn − un| ð ∀n ∈ N∗, vn+1 = −1
2

+
n + 1

2
vn, v1 = a; a 6= u1

�IJ
m�'. a ∈ R −4

∀n ≥ 1, dn =
n!

2n−1
d1

�	à
�
@ ©k. Q��ËAK. 	á�
J. 	JË (

�
@

d1 = d1 : n = 1 Ég.
�
@ 	áÓ A�	JK
YË

A�	JK
YË dn =
n!

2n−1
d1

�	à
�
@ 	�Q�

��� 	®�	K n ≥ 1 	áºJ
Ë

dn+1 = |vn+1 − un+1| = (n + 1)
2

|vn − un| = (n + 1)
2

dn =
(n + 1)!

2n
d1

é 	JÓð ∀n ≥ 1 :
dn+1

dn
=

n + 1
2

	à
�
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• ( )( )2 , ,+ ×M حلقة واحدية. 

• ( )( )2 , ,.+M فضاء متجهي حقيقي. 

• ( ), ,+  .جسم تبادلي ×

: نضع  •
1 0
0 1

I ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  و  =
0 3
1 0
3

J
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
−

)  و    ) ( ) 2
3

, / ,1
3

a b
E M a b a b

b a

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟
⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭

= = ∈
−

 . 

): لاحظ أن  )1,0I M=    و( )0,1J M= .  
  :لدينا  -أ.  1

 E ): ، لأن  ∅≠ )0,0
0 0
0 0

M E⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ∈. 

 ( )2E ⊂M . 

)وليكن Eعنصرين من  Bو Aليكن  ) 2,α β )        :إذن .  ∋ ) ( )2, ,/a b a bA M∈∃ =    

                                                                                 ( ) ( )2, ,/a b c dB M∈∃ =   

    
( )

( )

3 3 3
1 1 1
3 3 3

a b c d a c b d

b a d c b d a c
A B

α β α β
β

α β α β
αα β
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ +
+ =

− − − + +
=+  

                                                                              ( ),a c b dM EA B α β α βα β + += ∈+  

)وبالتالي فإن         ), ,.E )فضاء متجهي جزئي من الفضاء المتجهي الحقيقي   + )( )2 , ,.+M.  

)لنبين أن - ب   ),I J أساس في الفضاء المتجهي الحقيقي( ), ,.E + :  

)لكل   ),a b لدينا  2من ، :( ), 1 0
0 1

0 3
1 0
3

a b a b aI bJM
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = +
−

)إذن .  ),I J  أسرة مولدة

 .Eللفضاء الحقيق
 ( ),I J حرة في أسرةE  لكل :  ، لأن( ),a b لدينا 2من ،:   

                   ( ) 0 0, 0
0 0

0 0
3

1
3

a b a baI bJ M
a b

b a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = ⇒ = =+ = ⇒ ⇒−  

)وبالتالي فإن         ),I J  المتجهي الحقيقيأساس في الفضاء( ), ,.E )، و  + ){ }2/ ,E a baI bJ= ∈+.  
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)ليكن . 2 ){ }* \ 0,0ME E=  . نعتبر التطبيقf نحو  *المعرف من*E  بما يلي:  

     ( )
* *:

,
f E

a ib M a b
→

+
  

Aنعتبر  - أ   aI bJ= Bو + cI dJ=   .Eعنصرين من +

2:                      لدينا       
0 3 0 3 0 1
1 1 1 00 0
3 3

IJ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
= × = = −

−− −
   

):    إذن        ) ( )( ) ( ) ( )2aI bJ cI dJ acI ad bc J bdJ ac bd I ad bc J EA B + × + = + + + = − ++ ∈× =.  

)جزء مستقر من  Eوبالتالي فإن        )( )2 ,×M.  

)             :ملاحظة        ) ( ) ( ), , ,M a b M c d M ac bd ad bc× = − +  

)إذا آان  - ب   )* 2/ ,z a ib a b= + ∈ ):، فإن  ∋ ) ( ) *,z M a b Ef =   .تطبيق معرف fومنه فإن.  ∋

)ليكن  )* 2/ ,z a ib a b= + ∈ )و   ∋ )* 2/ ,z a ib a b= + ∈ ∈′ ′ ′ ′  :لدينا .  ′

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

,

, ,

z z f aa bb i ab a b

z z M aa bb ab a b

z z M a a M b b

z z f z f z

f
f
f
f

× = − + +′ ′ ′ ′ ′

× = − +′ ′ ′ ′ ′

× = ×′ ′ ′

× = ×′ ′

  

)تطبيق تشاآلي من fومنه فإن   )نحو  ×,*( )*,E ×   .  

A*نعتبر   E∈  . بما أن( ),I J أساس في الفضاء المتجهي الحقيقي( ), ,.E  : فإن   +

( ) ( ) ( )2, ,! /a b a b f a ibA aI bJ M∈ = +∃ = + A*ولدينا.  = E∈  . إذن*a ib+ ∈  .  

): وبالتالي فإن              )* *: / z AA E z f =∀ ∈ ∃        .تطبيق تقابلي fإذن.  ∋

)من تقابلي  تشاآل f      :خلاصة         )نحو  ×,*( )*,E ×  .  

  : لدينا . 3
 ( ), ,.E ): إذن . فضاء متجهي حقيقي  + ),E  .  زمرة تبادلية +

 E جزء مستقر من( )( )2 ,×M  و( )( )2 , ,+ ×M  ومنه نستنتج أن . حلقة واحدية: 
   . Eتجميعي في ×القانون  
  . Eفي  +توزيعي على القانون ×القانون 
 I في ×هو العنصر المحايد بالنسبة للقانونE . 

)وهذا يدل على أن            ), ,E +     .حلقة واحدیة ×

)من تقابلي  تشاآل fلدينا  )نحو  ×,*( )*,E  :، إذن  ×

 بادلي فيت ×القانون   :، ولدينا E*بادلي فيت ×القانون يستلزم  أن  ، * 0 0 0A E A A∀ ∈ × = × = . 
 .   Eقانون تبادلي في ×إذن 

)بما أن   )من تقابلي  تشاآل fزمرة تبادلية و  ×,*( )نحو  ×,*( )*,E )، فإن  × )*,E  .زمرة ×

:وبالتالي فإن 
  ( ), ,E +   .     جسم تبادلي ×
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3Jالمعادلة  Eلنحل في. 4 X I×   : لدينا .  =

                             
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 3 1

31 1 1

3

3

J X f I

f J f X f I

J X I

J X I

f − −

− − −

× =

× =

× =

× =

⇔

⇔
                                                     

): وبما أن      ) ( )( )1 1 0,1 0 1J M i iff − −= = + × )و   = ) ( )( )1 1 1, 1 10 0I f M if − −= = + × = .  

)و                   )1 X zf −   :، فإن المعادلة السابقة تصبح  =

{ }

3 3

3

3 3

3

3

1

1

1, ,

J X I iz
z i
z i

z
i

zJ X I j j
i

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

× = ⇔ =
⇔ = −
⇔ =

⇔ =

× = ⇔ ∈

  

1حيث      3
2 2

j i= − 1و   + 3
2 2

j i= −   : إذن .   −

{ }
( ) ( ) ( )( ){ }

3

3

, ,

, ,

J X I z i ij i j

J X I X f z f i f ij f i j

× = ⇔ ∈

× = ⇔ = ∈
  

):                                                                                   ولدينا       ) ( )
0 3

0,1 1 0
3

i M Jf
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = =
−

           

): و                                                                )
3 3

3 1 3 1 2 2,
2 2 2 2 1 3

22 3

f ij f i M

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
= − − = − − =

−
   

): و                                                                     )
3 3

3 1 3 1 2 2,
2 2 2 2 1 3

22 3

f i j f i M

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= − = − =  

3Jوبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة     X I×   : هي   Eفي =
3 3 3 3

0 3
2 2 2 2, ,1 0 1 3 1 3

3 2 22 3 2 3

S

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞ − − −⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎪ ⎪⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

=  
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  . ∋a*ليكن 
I  . المعادلة  نعتبر في المجموعة :     ( ) ( )2 0:G a a i z a iaaiz + + − − − = .  

)مميز المعادلة  -أ. 1  )G  هو :  

( ) ( )
( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

22

2

2 2

2 2

2

2

4 4

4

2 4

2

ac a a i i a iaa

a i a i

a i a a i a a a i

a i a a i a

a i a

a a i

a

b

a

− = + − − − −

= − + − −

= − + − + − −

= − − − +

= − −

= − −

∆=

∆

∆
∆

∆

∆

  

)مميز المعادلة  -ب    )G  هو( )2a i a= − )إذن للمعادلة.  ∆− )G  حلين عقديين هما :  

       
( ) ( )

1
2

2 2
i a

a a i a a i a
i i

z
− + − + − −−= = و    =

( ) ( )
2 12 2

2 2
ia

a a i a a i a i
i i

z +
− + − − − −− += = =.  

)ومنه فإن مجموعة حلول المعادلة         )G  هي :{ },1S i a ia= + .  

2                                                                         .1aa i أو a ia⇔ = = + a   حل للمعادلة( )G  

                            

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1

1
2
1

a i m a m a i e a
i

a

e

a m a i

m a

e

e

أو a
أو a

+ ℑ ℑ + ℜ
−

ℜ

=ℑ +

=ℑ

ℜ

⇔

⇔

ℜ

= =

=
⇔

   

II. المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر( ), ,O u v  . نفترض أن :( ) ( )a m ae ≠ ℑℜ .  

    A وB وC  نقط ألحاقها على التواليa  وai  1و ia+ .  

: نضع . 1 
( )
( )
1 ia a

i a a
Z + −

−
= .  

:      لدينا  -أ   
( )
( )

( )
( )

( ) ( )11 1i i a i ai a aia a a i i
i a aia a i a i ai a a

Z
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

− − +− −+ − − −
= = =

−− − − +−
=.  

c                                                                - ب   A

B A

z z
z z

−⇔ ∈
−

 A وB وC   نقط مستقيمية.  

                                                                               Z ∈⇔  
                                                                                    ZZ⇔ =  
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( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2

1 1

1 1

1 1 1 0

1 1

1
1
1

2
2

2

1
2

ia a i a i
i a ai a a

ia a i a i

a i i a i

i a a i

ia a
i

i
i m a

i m a i

m a

+ − − −
⇔ =

−−

⇔ + − = − −

⇔ + − − − + =

⇔ − − = − +

+⇔ − =
−
+

⇔ ℑ =

⇔ ℑ =

⇔ ℑ =

  

): نفترض في هذا السؤال أن . 2 ) 1
2

m aℑ ≠  .  

)ليكن:   تذآير     ),R θΩ  الدوران الذي مرآزه( )ωΩ وزاويتهθ . ولتكن( )zM  و( )M z′   .نقطتين من المستوى العقدي ′

( )( ) ( ), 1i iM M z eR z e θ θθ ω=Ω ′ + −⇔ =′  

2وزاويته  Aالدوران الذي مرآزه  1Rنعتبر     
π− 2وR الدوران الذي مرآزهA 2وزاويته

π .  

): نضع     )1R B B=  و ′ ( )2R C C= ⎡BCمنتصف القطعة  Eلتكن النقطة .   ′ ⎤⎣ ⎦ .  

): لدينا -أ  )1R B B= ):              ، إذن  ′ ) ( ) ( )2 21 1 1i ib e b e i a aa i i a i a
π π− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − = − + + =+ +′. 

 :ولدينا    ( )2R C C= ):، إذن ′ ) ( )2 21 1 1i ic e c e a i i i ia i a i a a ia a
π π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − = + + − = − + − =−′  

⎡BCمنتصف القطعة  Eلدينا   - ب ⎤⎣ ): إذن . ⎦ ) 2
1
2

b ce i aaff aE i++ += = =.  

,:     إذن         arg 2c bAE B C
e a

π⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−′ ′≡′ ′
−

.  

:     ولدينا       
( ) ( ) ( )2 1 22 2

1 1 2 1 2
2,

2 2
2

i ia a ia a i ia i a ai ia a a i
i a ia ia i a a ia i a aa

c b
e a

π⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

− − + + + + −− − −= = = = =
+ + + + − + + −−

−′ ′
−   .  

,: إذن       2
2

AE B C π π⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
≡′ 2Bو     ′ C c b

AE e a
−′ ′ ′ ′= =
−

)  : إذن.  ) ( )B C AE′ ′ 2B و ⊥ C AE=′ ′ .  

  
  
  
  

))))))))))))))’hhhhhhhhhhhhpKc)‡„t)Kc„K‚R)’KV„J   5  ’[}n„J 



 

c†T„Jhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh„J)ÉW„KV)C     )3     نقطة())

I .نعتبر في المجموعة  ):                المعادلة التالية  2 ) : 35 96 1E u v− = .  

35: لدينا . 1   11 96 4 385 384 1× − × = − )إذن .  =  حل خاص للمعادلة 11,4( ( )E .  

35:   لدينا . 2   11 96 4 1× − × 35: أوليان فيما بينهما  35و 96، نستنتج أن  Bezoutحسب. = 96 1∧ = .  

                                                                                                         
                                                ( ) ( ) ( )35 11 96 4 iu v− = −⇔  

                                                                          ( )35/96 4v −⇒  

                                                                               35/ 4
Gauss

v⇒ −  

                                    ( )/ 4 35 iik v k⇒∃ ∈ − =  

                                                   / 4 35v kk⇒ =∈ +∃  
)نعوض نتيجة العلاقة       )ii في العلاقة( )i  فنجد ،:( )35 11 96 35u k− = 11: أي .  × 96u k− 11يكافئ  = 96u k= +  

)وبما أن الأزواج      )11 96 ,4 35k k+ k، حيث  + )، تحقق المعادلة ∋ )E  فإن مجموعة حلول المعادلة ،( )E  هي:  

( ){ }11 96 ,4 35 /S k k k= + + ∈  

II .المعادلة التالية  نعتبر في المجموعة  :( ) 35 2 97:F x ⎡ ⎤⎣ ⎦≡ .  

)حلا للمعادلة xليكن.  1  )F .  
  : لدينا  - أ    

  
2نتوقف إذا آان (      .عدد أولي   97إذن          97p qأو   < p< ( 

97لبكن           x d∧ 1d: عدد أولي  ، ومنه فإن   97و   97d/إذن .  = 97dأو  = 97d: نفترض أن .  = = .  
97: إذن         97x∧ 790x: أي  x/97: وعليه فإن .   = ⎡ ⎤⎣ :وهذا يستلزم  ≡⎦

 
35 0 97x ⎡ ⎤⎣   :   ولدينا.  ≡⎦

      35 2 97x ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 :إذن .   ≡ 2 97⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

}و   ≡ }0,2 0وهذا يشير إلى أن . ∋97,...,0,1,2   .وهذا تناقض. =2

97: وبالتالي فإن          1x∧   .أوليان فيما بينهما xو  97. =

)))))))))))))))’hhhhhhhhhhhhpKc)‡„t)Kc„K‚R)’KV„J   6  ’[}n„J 



 

97: لدينا  - ب   1x 96: حسب مبرهنة فيرما ، لدينا . عدد أولي  97و  ∧= 971x ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

≡ .  

35: بما أن   -جـ  2 97x ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

): ، فإن  ≡ )11 1135 2 97x ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

): أي .  ≡ ) 11: 385 2 97i x ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

≡ .  

96=385: ولدينا         ): إذن .  ×4+1 )4385 96 4 1 96x xx = × += ×    

):        و لدينا        ) ( ) ( )
4 496 96 4 96 3851 97 1 97 97 97x x x x x iixx ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦≡ ⇒ ≡ ⇒ × ≡ ⇒ ≡.  

)من         )i  و( )ii  112: نستنتج أن 97x ⎡ ⎤
⎣ ⎦≡ .  

112:   عددا صحيحا طبيعيا بحيث  xليكن . 2  97x ⎡ ⎤⎣ 35: إذن .   ≡⎦ 11 352 97x × ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

35ومنه فإن  ≡ 3852 97x ⎡ ⎤
⎣   :أي . ≡⎦

    ( )49635 2 2 97x ⎡ ⎤
⎣ 97أولي و  97: وبما أن . ≡×⎦ 2 1∧ 962:  ، فإنه ، حسب مبرهنة فيرما ، لدينا  = 1 97⎡ ⎤

⎣ ⎦≡.  

 :إذن      ( )4962 1 97⎡ ⎤
⎣ 35:  ومنه نستنتج أن  ≡⎦ 2 97x ⎡ ⎤

⎣ )حل للمعادلة  x: أي .    ≡⎦ )F .  

): لدينا . 3 ) 11 972F x ⎡ ⎤
⎣ ⎦⇔ 112: وبما أن .   ≡ 2048 97 21 11= = × 112: ، فإن  + 11 97⎡ ⎤

⎣ ⎦≡ .  

):                  وبناء عليه فإن      ) 11 97 / 11 97F x k x k⎡ ⎤
⎣ ⎦⇔ ≡ ⇔ ∃ ∈ = +.  

c†T„Jhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh„J)ÉvhhhhhhhhhhhhhhhRJc)C     )10     نقط(  

I. لتكن  f الدالة العددية للمتغير الحقيقي x المعرفة على  ):        بما يلي  + ) 22 xf x x e −= − .  
     
)وليكن    )C المنحنى الممثل للدالةf  في معلم متعامد ممنظم( ), ,O i j .  

)  - أ. 1 )( ) 2

2 0lim lim limx t

x x t
ef x x e −

→+∞ →+∞ →−∞
−− = − = 2t:  حيث  = x= و      −

x
t

→+∞
→ − ∞ .  

)ومن نستنتج أن         )C 2، معادلته    ∞+يقبل مقاربا مائلا ،  بجوارy x= .  

xليكن    - ب   )  : لدينا .  ∋+ ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 1 0x x xx x e xe ef − − −′
= − = + = + >′ .  

  
⎡,0متصلة وتزايدية قطعا على المجال f: لدينا  -جـ  ⎡⎣  :إذن .  ∞+⎣ f  1تقبل دالة عكسيةf   معرفة من المجال −

               ( ) ( ) ( )0, 0 , lim 1,0
x

f f xf
→+∞

⎡ ⎡⎡ ⎡ ⎡ ⎡⎣ ⎣ ⎣ ⎣⎢ ⎢⎣ ⎣
+∞ = = ⎡,0نحو المجال − ⎡⎣ ⎣+∞.  

0وبما أن         1,0⎡ ⎡⎣ ⎣∈ )، فإن المعادلة  − ) 0f x ⎡,0في المجال  αتقبل حلا وحيدا  = ⎡⎣ ⎣+∞.  

))))))))))))))))’hhhhhhhhhhhhpKc)‡„t)Kc„K‚R)’KV„J   7  ’[}n„J 



 

): ولدينا        )0 1 0f = − )و  > ) 1 11 1 0ef e
e

− −= − = ):  إذن .  < ) ( )0 1 0ff ×  وحسب مبرهنة القيم الوسيطية ، نستنتج . >

0:    أن        1α< < .  
⎡0,1تزايدية على المجال f -د    ⎤⎣ 0,1xلكل :  إذن .  ⎦ ⎡ ⎤⎣   :، لدينا  ∋⎦

( ) ( ) ( )0, 0x f x f f xx α α α⎡ ⎡⎣ ⎣⇒ < ⇒ < ⇒ <∈  

( ) ( ) ( ),1 0x f f x f xx α α α⎤ ⎤⎦ ⎦⇒ < ⇒ < ⇒ <∈  
( ) 0f α =  

)                              : وبالتالي فإن         ):0, 0f xx α⎡ ⎤⎣ ⎦ ≤∀ ∈  

                                                     ( ):,1 0f xx α⎡ ⎤⎣ ⎦ ≥∀ ∈  

)إنشاء المنحنى. 2 )C      :0,4α ≈   

  
       
         

))))))))))))))))’hhhhhhhhhhhhpKc)‡„t)Kc„K‚R)’KV„J   8  ’[}n„J 



 

II .نعتبر الدالتين العدديتينϕ وg للمتغير الحقيقيx بما يلي  +المعرفتين على:  

( ) 22
0

x tx x e dtg −= −         و               ∫
( )

( )

2

0

1 ; 0

0 1

x tx e dt x
x

ϕ

ϕ

−⎧
⎪
⎨
⎪⎩

= >

=
∫ 

  :الطرقة الأولى     -أ.  1   
0xليكن              نعتبر الدالة .  <

2: xx eζ ⎡x,0دالة متصلة على المجال ζ: لدينا .  − ⎤⎣   ،خاصية القيمة المتوسطةب حس . ⎦

):لدينا               ) 2

0

10,
0

/ x tx c e dt
x

c ζ −⎤ ⎡⎦ ⎣ =
−

∃ ∈ : أي .  ∫
2 2

0
10, / x t cx e dt exc − −⎤ ⎡

⎦ ⎣ =∃ ∈ ∫.  

  :ة نياثالقة یطرال              

): نضع                ) 2

0
:

x tF x e dtx −+ =∀ ∈ ∫.  

          F  ليكن .  +*وقابلة للاشتقاق على +دالة متصلة على*x ⎡x,0دالة متصلة على  F:لدينا .  ∋+ ⎤⎣   وقابلة للاشتقاق  ⎦

⎤x,0على             ⎡⎦ ): حسب مبر هنة التزايدات المنتهية ، نستنتج أن .  ⎣ ) ( ) ( )( )0, 0 0/x x F F c xc F⎤ ⎡⎦ ⎣ − = −′∃ ∈ .  

): ولدينا              )* 2: uF u eu + −=′∀ ):  إذن .  ∋ ) 2cF c e ): ومنه فإن .  ′=− ) 2cF x e x−=. أي:  

            
2 2

0

x t ce dt e x− :  وبالتالي فإن .   ∫=−
* 2 2

0
1, 0, :

x t cx c x e dt ex
+ − −⎤ ⎡

⎦ ⎣∀ ∈ ∃ ∈ =∫ .  

1xمن أجل   -ب       : ، حسب السؤال السابق ، لدينا  =
2 21

0
0,1 / t cc e dt e− −⎤ ⎡⎦ ⎣∃ ∈   :ولدينا .  ∫=

           
22 0 10 1 cec c −< ⇒ << < ⇒ : إذن .    −

21

0
1te dt− <∫ .  

):لدينا  -أ. 2   ) ( ) ( )2 2 22 2
0 0 0 00

2 t t tf t dt t e dt t e dt e dt g
αα α α α

α α− − −⎡ ⎤⎣ ⎦= − = − = − =∫ ∫ ∫ ∫.( ) ( )
0

f t dtg α
α = ∫  

): لدينا   -ب     ) ( )0
:

x
x f t dtx g+ =∀ ∈   و +قابلة للاشتقاق على g: إذن . +دالة متصلة على fولدينا. ∫

)  : لدينا           ) ( )( ) ( )
0

: 'x
f t dt xx fx g+ = =∀ ∈ ∫′.  

⎡1α,مجالتصلة على المدالة   gنعلم أن -جـ     ⎤
⎣ :و أن  ⎦

 
( ) ( ): 0,1 xx fx gα⎤ ⎡

⎦ ⎣ >=∀ ∈   ة قطعا يتزايد gإذن  ، ′

⎡1α,على المجال         ⎤
⎣ ) :ولدينا .⎦ ) 2 21 12

0 0
1 11 0t te dt e dtg − −= − = − >∫  :لأن ،∫

21

0
1te dt− )و ،∫> ) ( )

0
tf dtg

α
α = ∫  

): أن وحيث           ):0, 0f tt α⎡ ⎡⎣ ⎣ <∈∀ )  : فإن  ،   ) 0g α < .  

)دلة نستنتج أن المعا ،مبرهنة القيم الوسيطيةحسب          ) 0g x ⎤1α,في المجال βتقبل حلا وحيدا = ⎡⎦ ⎣ .  

0xليكن - أ. 3 xt,0و  < ⎡ ⎤⎣    :لدينا .  ∋⎦

         
2 2 2 2 222 2

0 0 0
0 10 x x xx t x t txx t e e e dt e dt x e dt xxet x − − − − −− <− < − < < < < < << < ⇒ ⇒ ⇒ ⇒∫ ∫ ∫ 

                                                                     ( )2 2

0

21 10 1
xx t x x

x
t x e e dt e ϕ− − − << < ⇒ < < ⇒<∫  

: أن بما        
0

2
1lim

x
xe

+→
− و =

0
1 1lim

x +→
) :، فإن  = ) ( )

0
0lim 1

x
x ϕϕ

+→
=    .0متصلة على اليمين في ϕومنه فإن.=

0xليكن - ب   t الدالتان. < t   و
2tt e ⎡x,0على المجال للاشتقاقن اوقابلت نامتصلت − ⎤⎣    و  1t نامشتقتهما الادالت و ⎦

      
22 tt te ⎤x,0على المجالن امتصلت    −− ⎡⎦   :حسب تقنية المكاملة بالأجزاء ، لدينا . ⎣
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                                 ( ) ( )2 2 2 2

0 0 00

1 1 1 2
xx x xt t t tx e dt t e dt te t te dt

x x x
ϕ − − − −⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

= = × = − × −′∫ ∫ ∫    

                                                           ( ) 22 2 2 22
0 0

1 2x xx t x tx t e dt e t e dt
x

xe xϕ − − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = +∫ ∫  

)                       :فإن وبالتالي         )* 2 22
0

: 2 xx tx x e t e dtxϕ+ − −∀ ∈ = + ∫  

 بما أن -جـ  
22 tt t e ، فإن الدالة +دالة متصلة على −

22
0

x tx t e dt−∫  قابلة للاشتقاق على
  : ، ولدينا +*

* 2 22 2
0

:
x t xx t e dt x e+ − −′⎛ ⎞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∀ ∈ =∫  

2xوبما أن الدالتين       
x

و  
2xx e قابلتين للاشتقاق على −

قابلة للاشتقاق على ϕ ، فإن الدالة+*
من xلكلو +*

*+ ، 

)           :لدينا        ) 2 22 22
0

22
0

2
0

2 222 x t x xx t x t
x

t e dt xe
x

x e t e dt t e dtxϕ − −− − −
′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

′ ′
+= + = − +′ ∫ ∫ ∫   

                                            ( ) 22
2 0

2 22 2
2

2
0

22 22 x tx xx t t e dt
x

xe x exx
x t e dtϕ −− −− ⎛ ⎞⎜ ⎟

⎝ ⎠
−= − + =′ − ∫∫  

)                        : فإن وبالتالي        )* 22
2 0
2:

x txx t e dt
x

ϕ+ −=∀ ∈ −′ ∫   

⎡0,1الدالة متصلة على المج ϕ نعلم أن  - د   ⎤⎣ ) وأن ⎦ )* 22
2 0
2: 0

x tx x t e dt
x

ϕ+ −∀ ∈ = − <′   تناقصية  ϕ ن، إذ∫

⎡0,1قطعا على المجال      ⎤⎣ ): إذن  .⎦ ) ( ) ( ) ( )0,1 1 0 1 0,1, ,1ϕ ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= = )لأن ⊃ ) 211 0eϕ −   ) -أ -3 : أنظر( <<

0,1: خلاصة       0,1ϕ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
⊂  

xليكن - أ. 4 xt,0وليكن .  ∋+ ⎡ ⎤⎣   : لدينا . ∋⎦

                         
2 2 2 2 3

2 2 2 2 2 2
0 0 0

0

0 1 3

x
x x xt t t t te t e t t e dt t dt t e dtt − − − −⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤− ∫ ∫ ∫  

                          
22

0

3

3
x tt e dt x−⇒ ≤∫  

): لدينا  - ب   ) 22
2 0

* 2:
x tx x t e dt

x
ϕ+ −∀ ∈ =′ و  ∫

2 3
2

0
: 3

x t xx t e dt+ −∀ ∈ ≤∫.  

)                      :إذن         )
3

2
20,1 :

3
2 2
3 3

xx x
x

xϕ⎤ ⎡ ×⎦ ⎣∀ ∈ ≤′ ≤ ≤ .  

x*ليكن  -جـ   : لدينا  . ∋+ ( ) ( )2 2 22

0 0 0

21 00x x xt dt t dt t dtx x e x e x e
x

xx gϕ − − −= ⇔ = ⇔ = ⇔ − == ⇔∫ ∫ ∫.  

): فإن وبالتالي        ) ( )* : 0x x x g xϕ+∀ ∈ = ⇔ =.  
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)نعتبر المتتالية العددية . 5 )n nu
∈

  : المعرفة بما يلي  
  
  
  

0nمن أجل      - أ   0، لدينا  =
2
3u 0 :إذن .  = 10 u ≤≤ .   

10نفترض أن .  ∋nليكن   nu 1ونبين أن  ≥≥ 10 nu + ≤≤ : 

): لدينا  )0,1 0,1ϕ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ): إذن . ⊃⎦ )0,1 : 0 1x xϕ⎡ ⎤

⎣ ⎦∀ ∈ ≤ 10وبما أن . ≥ nu 1، فإن ≥≥ 10 nu + ≤≤.  

: : ه حسب مبدأ الترجع ، لدينا وبالتالي فإن  0 1nn u∀ ∈ ≤ ≤. 

⎡0,1من المجال xيكنل - ب   ⎤
⎣ a,نعتبر المجال،  ⎦ b⎡ ⎤⎣ )حيث  ⎦ )min ,a x β= و( )max ,b x β= .  لدينا: ϕ  تصلة علىمدالة   

a,المجال        b⎡ ⎤⎣ a,وقابلة للاشتقاق على المجال  ⎦ b⎤ ⎡⎦   : بحيث  cسب مبرهنة التزايدات المنتهية ، يوجد على الأقل عدد حقيقيح .  ⎣

      a c b< )   و      > ) ( ) ( )( )x c xϕ β ϕ βϕ − = )       : أي  .  ′− ) ( ) ( )( )x c xϕ β ϕ βϕ − = −′.  

): ولدينا         ) 0g β ): إذن .  = )ϕ β β=  . ومنه فإن :( ) ( )( )x c xβ ϕ βϕ − = −′.  

0: أن وبما         1a c b< < < ): ، فإن > ) 2
3

cϕ ) : حصل علىنثم . ′≥ ) ( ) 2
3

x xx c ββ βϕϕ − ≤ −− = ′.  

)                                 :  إذن         ): 20,1
3

x x xβ βϕ⎡ ⎤⎣ ⎦∀ ∈ ≤ −− .  

0,1nu: لدينا .  ∋nليكن         ⎡ ⎤⎣ ): إذن .  ∋⎦ ) 2
3n nu uβ βϕ ≤ 1: أي . −−

2
3 nnu uβ β+ ≤ −−.  

1: فإن  منهو       
2:
3 nnn u uβ β+∀ ∈ − ≤   : ولدينا  .−

  
  زالد الاختبع، و طرفبطرفا   ،يالوعلى الت ،السابقة وتاتفامتال طرفي ربضبعد  وذلك

  

( )
0

1

2
3

;nn

u

u u nϕ+

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

=

= ∈



pKc)‡„t)Kc„K‚R)’KV„Jhhhhhhhhhhhh†[†)))))))))))))))))’hhhhhhhhhhhÉKhhhhhhhhhhhhhhhh[„J)a    12 ’[}n„J   

 

0                                               :ولدينا       1 0 12
3u β β − ≤− −= ≤      

  
  

:2  :فإن ي ـــــــوبالتال      
3

n

nn u β ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − ≤    

  .بالترجع نتحقق من هذه العبارة و      

:2: لدينا  -جـ  
3

n

nn u β ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − و  ≥
2 1
3

1 <− 2lim إذن . > 0
3

n

n→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)وحسب مصاديق التقارب، فإن. = )n nu
∈

   

β .                        limمتقاربة نهايتها متتالية         nn u β→+∞ = .        

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 











 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ية علوم  رياضيةالثان    تصحيح الامتحان الوطني الموحد                - القنيطرة –ثانوية محمد الخامس 
        أ و ب                             للبـاآـلوريــا         الأستاذ محمد غريز                             

2008  - الاستدراآية -                                  الدورة                    

  : التمرين الأول
1  بالنقطة M(z) آل نقطة   التطبيق الذي يربطrليكن  - 1 1( )M z 1       :  حيث

1 3i 3 iz z
2 2

+ +
= +        

1      : لدينا 3i 1
2

+
1     و   = 3i 1

2
+

≠   

 ذات اللحق  Ω  دوران مرآزه  rاذن 

3 i
2

1 3i1
2

+

ω =
+

−
3        أي   i

1 i 3
+

ω =
−

)   أي         3 i)(1 i 3) i
4

+ +
ω = =  

]و زاويته     ]2π  1 3iarg( )
2

+
θ ≡  

                               [ ]2
3
π

θ ≡ π  

)النقطة   ب M(z)  التطبيق الذي يربط النقطة  hليكن  )2 2M z 2 حيثz 2z 3i= − +   

}لدينا   }*2 1− ∈  2-  ونسبته Ω(i) تحاآي مرآزه h  اذن −
   F  بالتطبيق M(z)  هي صورة  M’(z’) لتكن -  أ – 2

  F=hor  لدينا  

     
r h

1

1

M M M '

z z z '

→  →

→  →
  

1لدينا 
1 3i 3 iz

2 2
+ +

1z    و   + ' 2z 3i= − 1         اذن  + 3i 3 iz ' 2(( )z ) 3i
2 2

+ +
= − + +  

zاذن    ' (1 i 3)z ( 3 i) 3i= − + − + z         أي   + ' i (1 i 3)z 3 i− = − + − +  
zأي   ' i (1 i 3)z i( 1 i 3)− = − + − − z         أي    − ' i (1 i 3)(z i)− = − + −  

و بما أن  
4i
3(1 i 3) 2e
π

− + =  

فإن  
4i
3z ' i 2e (z i)
π

− = − 

 لدينا –ب 
4i
3z ' i 2e (z i)
π

− = −  
  z’=i  لدينا z=iمن أجل 

)F هي النقطة الوحيدة التي تحقق Ωاذن  )Ω = Ω  
  B=F(A)  لدينا– أ – 3

اذن   
4i
3b i 2e (a i)
π

− =       أي   −
4 4i i
3 3b 2e a 2ie i
π π

= − +  

و بما أن  
i
2i e
π

−
−         فان  =

4 5i i
3 6b 2e a 2e i
π π

= + +  
   C=F(B)      لدينا 

 اذن  
4 4 5i i i
3 3 6c i 2e (2e a 2e )
π π π

− = +  

  اذن
2i i
3 6c 4e a 4e i
π π

= + +  
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 D=F(C)لدينا 

اذن      
i4 2i i

3 3 6d i 2e (4e 4e )
π π π

− = +  

أي      
3ii2 2d 8e a 8e i
π

π= + +  
dأي    8a 8i i= − d      و منه  + 8a 7i= −  

  . مستقيميةD و A وΩ لنبين أن النقط –ب 

d لدينا      i 8a 7i i 8(a i)
a i a i a i
− − − −

= =
− − −

   

dاذن    i 8
a i
−

=
−

  

dبما أن  i
a i
−
−

  . مستقيميةD و A وΩ عدد حقيقي فان النقط  

} مرجح النظمة المتزنة Ω لنبين أن –ج  }(B, 4);(C, 2);(D,1)  

4أي   B 2 C D 0Ω + Ω +Ω =  

لدينا       
4 5 2i i i i
3 6 3 64(b i) 2(c i) d i 8e a 8e 8e a 8e 8a 8i
π π π π

− + − + − = + + + + −  

                
2 4 5i i i i
3 3 6 68a(1 e e ) 8(e e i)
π π π π

= + + + + −   

        
2 2i i i ii
3 3 3 328a(1 e e ) 8(e (e e ) i)
π π π ππ− −

= + + + + −  

                    28a(1 2cos ) 8(i.2cos i)
3 3
π π

= + + −  

                        1 18a(1 2( )) 8(2i i) 0
2 2

= + − + − =  

} هو مرجح النظمة المتزنة Ωو بالتالي  }(B, 4);(C, 2);(D,1)  

D                   -د  (O, u) d d∈ ⇔ =    
      8a 7i 8a 7i⇔ − = +  
     8(a a) 14i 0⇔ − − =  
     16 Im ai 14i 0⇔ − =  

                 7Ima
8

⇔ =  

7y هي المستقيم ذو المعادلة A(a)إذن مجموعة النقط 
8

=  

  
  : التمرين الثاني

                            x * y x y 3xy= + −       2(x, y)∀ ∈  
1)   لنبين أن   - أ – 1 3x)(1 3y) 1 3(x * y)− − = −  

x)3أي   * y) 1 (1 3x)(1 3y)= − − −   
xلدينا  * y x y 3xy= + x)3اذن           − * y) 3x 3y 9xy= + −  
x)3أي  * y) 1 (1 3x 3y 9xy)= − − − +  
1أي   3x 3y 9xy 1 3(x * y)− − + = 1)    ومنه − 3x)(1 3y) 1 3(x * y)− − = −  
x   -ب  * y x y 3xy y x 3yx y*x= + − = + − =      2(x, y)∀ ∈  

  .  تبادلي  *اذن 
      x *(y*z) (x * y)*z=       3(x, y, z)∀ ∈  
  .  تجميعي * اذن  

                    x *e x x e 3xe x= ⇔ + − =        ( x )∀ ∈  
   e(1 3x) 0− =    ( )x⇔ ∀ ∈      

              1 3x 0− e  أو = 0⇔ =            



 ن 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1-3x =0  غير ممكن لكلx  هو العنصر المحايد للقانون 0    إذن   من *.  

x 1 يقبل مماثلا في( ,*)
3

 −  
 

1  في ’x يعني يوجد 
3

 −  
 

 x*x’ =0   بحيث  

                              x * x ' 0 x x ' 3xx ' 0= ⇔ + − =  
                                x '(1 3x) x⇔ − = −   

1xلان        (          
3

≠ (  xx '
1 3x
−

⇔ =
−

   

)1و بالتالي  ,*)
3

 −  
 

   زمرة تبادلية 

(x)    - أ – 2 1 3xϕ = −  

x)لدينا         * y) 1 3(x * y)ϕ = −        21(x, y) ( )
3

 ∀ ∈ −  
 

   

1)اذن    3x)(1 3y)= − −  
x)أي          * y) (x) (y)ϕ = ϕ ×ϕ  

)1 تشاآل من ϕاذن   ,*)
3

 −  
 

)* نحو  , )×  

      ?1( !x ) / y (x)
3

 ∃ ∈ − = ϕ 
 

     *( y )∀ ∈  

               y (x) y 1 3x= ϕ ⇔ = −  

                 1 yx
3
−

⇔ =  

1xلنبين أن  
3

≠           

1xنفترض أن  
3

=  

yتناقض مع آون (  0≠   (     1 y 1 y 0
3 3
−

= ⇔ =  

)1 تقابل من ϕإذن  ,*)
3

 −  
 

)* نحو  , )×  

1   -ب  * *1 1( ) , ( , )
3 3

− +
+

   ϕ = −∞ ⇔ ϕ −∞ =      
  

(x)1      ) تناقصيةϕلان (  ( )
3

ϕ > ϕ         1x ,
3

 ∀ ∈ −∞  
           

                                    (x) 0ϕ ≥   

)1*إذن   , )
3

+ ϕ −∞ ⊂  
   (1) 

   +* عنصرا من yليكن 

,1 من xهل يوجد 
3

 −∞  
(x)  :  بحيث yϕ   ؟=

                     y (x) y 1 3x= ϕ ⇔ = −  

                      1 yx
3
−

⇔ =  

yلدينا   y         ا ذن  <0 0− 1         اذن  > y 1− <  

1أي   y 1
3 3
−

1x  أي       >
3

<  

*اذن   1( , )
3

+  ⊂ ϕ −∞  
)  2 (  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 y, )
3 1 3y

− −∞  − 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)1*نستنتج أن ) 2( و (1)من  , )
3

+ ϕ −∞ =  
1    وبالتالي   * 1( ) ,

3
− +  ϕ = −∞  

  

1   لدينا–ج  1,
3 3

   −∞ ⊂ −      
  

,1و  
3

 −∞ ≠ ∅  
10    لان  ,

3
 ∈ −∞  

  

,1  عنصران من y  و xليكن 
3

 −∞  
   

yxلدينا                    * y ' x *( )
1 3y
−

=
−

  

yاذن   yx 3x( )
1 3y 1 3y

−
= − −

− −
  

xأي           3xy y 3xy
1 3y

− − +
=

−
   

xأي                             yx * y '
1 3y
−

=
−

  

1لدينا       x y 1 3y 3x 3y 1 3x
3 1 3y 3(1 3y) 3(1 3y)

− − − + −
− = =

− − −
  

1xو بما أن  
3

1y  و  >
3

1       فان > 3x 0− 1  و < 3y 0− >  

1ن   اذ 3x 0
3(1 3y)
−

>
−

x          أي    y 1
1 3y 3
−

<
−

1x           اذن     * y ' ,
3

 ∈ −∞  
  

)1و بالتالي  , ,*)
3

 −∞  
)1 زمرة جزئية للزمرة  ,*)

3
 −  
 

   

x)(0)       لدينا   n=0  من أجل – أ – 3 ) (0) 1ϕ = ϕ )0      و = (x)) 1ϕ =  
(0)اذن    0(x ) ( (x))ϕ = ϕ  

(n)نفترض أن       n(x ) ( (x))ϕ = ϕ  
n)و نبين أن      1) n 1(x ) ( (x))+ +ϕ = ϕ  

n)لدينا                        1) n(x ) (x )*x)+ϕ = ϕ  
n(x)  ل  تشاآϕلان(  ) (x)= ϕ ×ϕ   

)n أي                 (x)) (x)= ϕ ×ϕ  
n)و منه                       1) n 1(x ) ( (x))+ +ϕ = ϕ  

(n)  -ب  1 nx (( (x) )−⇔ = ϕ ϕ(n) n(x ) ( (x))ϕ = ϕ    
    (n) 1 nx ((1 3x) )−⇔ = ϕ −   

     
n

(n) 1 (1 3x)x
3

− −
⇔ =  

1xTy   :  بما يلي قانون الترآيب الداخلي المعرف على T ليكن – 4 x y
3

= + −         2( (x, y) )∀ ∈            

1xTy        -أ  x y
3

= + −      2(x, y)∀ ∈   

           1y x
3

= + −  

                  xTy yTx=   
             .  تبادليT إذن 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tz(xTy)1لدينا    (x y )Tz
3

= + −      3(x, y, z)∀ ∈  

2xاذن      y z
3

= + + −   

1xT(yTz)لدينا   xT(y z )
3

= + −  

2xاذن     y z
3

= + + −  

Tz(xTy)اذن    xT(yTz)= لكل (x, y, z)  3من  
 .  تجميعي Tاذن 

1لدينا    1 1xT x x
3 3 3
= + − =       ( x )∀ ∈  

1اذن  
3

  T  هو العنصر المحايد للقانون 

x يقبل مماثلا في  ( ,T) يعني يوجد x’ في  Eبحيث   :  

                  1xTx '
3

  )  تبادلي Tهذه العلاقة آافية لان    ( =

        1 1 1xTx ' x x '
3 3 3

= ⇔ + − =  

           2x ' x
3

⇔ = −  

) له مماثل في اذن آل عنصر من  ,T)   . و بالتالي :  ( ,T)زمرة تبادلية .  

) لدينا –ب  ,T) 1 زمرة  تبادلية و( ,*)
3

 −  
 

   تبادلية  زمرة

  Tتوزيعي بالنسبة للقانون * لنبين أن 
xأي   *(yTz) (x * y)T(x *z)=       3(x, y, z)∀   )تبادلي * هذه العلاقة آافية  لان       ( ∋

1xلدينا                         *(yTz) x *(y z )
3

= + −     

1اذن    1x y z 3x(y z )
3 3

= + + − − + −     

1x  اذن    *(yTz) 2x y z 3xy 3xz
3

= + + − − −)  1(  

x)لدينا     * y)T(x *z) (x y 3xy)T(x z 3xz)= + − + −   

x)1اذن     * y)T(x *z) x y 3xy x z 3xz
3

= + − + + − −  

  1(x * y)T(x *z) 2x y z 3xy 3xz
3

= + + − − −)  2(  

  .Tتوزيعي بالنسبة للقانون * نستنتج أن ) 2(و ) 1(من 
)  : و بالتالي ,T,*)جسم تبادلي .  

  : الثالثالتمرين 
  لدينا آرة بيضاء و ثلاث آرات حمراء 

  نسحب عشوائيا آرة من الصندوق  نسجل لونها ثم نعيدها  الى الصندوق 
  X = رتبة السحبة التي توققت فيها التجربة  
 1 – (X=2) سحب آرتين بيضاوتين أو آرتين حمراوين أي  يعنيBB أو RR 

1اذن     1 3 3p(X 2) ( ) ( )
4 4 4 4

= = × + ×  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                     1 9p(X 2)
16 16

= = +  

5p(Xاذن                          2)
8

= =  

)X=3 ( يعني سحبBRR أو  RBB  

1إذن  3 3 3 1 1p(X 3) ( ) ( )
4 4 4 4 4 4

= = × × + × ×  

                              9 3p(X 3)
64 64

= = +  

                                      3p(X 3)
16

= =  

  ∋k* ليكن  – 2
X) -أ  2k)=  يعني سحب (BRBRB................BRBB)  
  

                               2k    2k-1    2k-2 
  (RBRB................RBRR)أو                                 

                                        
                             2k      2k-1    2k-2  

kإذن     1 k 1 2 k 1 k 1 2
2k

1 3 1 3 1 3p ( ) .( ) .( ) ( ) .( ) .( )
4 4 4 4 4 4

− − − −= +  

kأي                     1 k 1 k 1 k 11 3 3 1( ) .( ) ( ) .( )
4 4 4 4

+ − + −= +   

kأي                        1 k 1 2 21 3 1 3( ) .( ) (( ) ( ) )
4 4 4 4

− −= +  

kإذن                                             13 10( )
16 16

−= ×  

kومنه                                                 1
2k

5 3p ( )
8 16

−=  

 :   يعني سحب (X=2k+1) –ب 
                                           (BRBRB................BRBRR )  

                                 
                               2k-2     2k-1       2k     2k+1      

    (RBRB................BRBB)أو                                        
                                               

                               2k-2     2k-1       2k     2k+1     

kاذن       k 1 2 k k 1 k
2k 1

1 3 3 3 1 1p ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4 4 4 4 4

− −
+ = +   

kأي                      k 1 k k 1
2k 1

1 3 3 1p ( ) ( ) ( ) ( )
4 4 4 4

+ +
+ = +    

                                   k k1 3 3 1( ) ( ) ( )
4 4 4 4

= +    

                                               k k1 3( ) ( )
4 4

=      

                                                   k
2k 1

3p ( )
16+ =                

  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  : التمرين الرابع

1I   الدالة المعرفة على fلتكن  ,
2

 = − +∞  
     : بما يلي  

ln(1 2x)f (x) ; x 0
x

f (0) 2

+ = ≠

 =

  

1 -              
x 0 x 0

ln(1 2x)lim f (x) lim .2
2x→ →

+
=  

                    1 2 2 f (0)= × = =    
0x متصلة في  f  إذن  0=  

2 -   1a ,
2

 ∈ − +∞  
     (a 0)≠     

2 لتكن  – أ  2
ah (x) (ln(1 2a) 2a)x (ln(1 2x) 2x)a= + − − + −  

ahلدينا   (0) ah و =0 (a) 0=  

ah و 0المغلوق الذي طرفاه  متصلة على المجال a 
 a و 0ش على المجال المفتوح الذي طرفاه  . و ق 

ah  :   بحيثa و 0 محصور بين b  يوجد عدد حقيقي Rolleاذن حسب مبرهنة رول  '(b) 0= 

2    لدينا
a

2h ' (x) 2(ln(1 2a) 2a)x ( 2)a
1 2x

= + − − −
+

  

    2
a

1h ' (b) 0 (ln(1 2a) 2a)b ( 1)a
1 2b

= ⇔ + − = −
+

      

               2

ln(1 2a) 2a 2b
a b(1 2b)

+ − −
⇔ =

+
    

                    2

ln(1 2a) 2a 2
a 1 2b

+ − −
⇔ =

+
     

2x   -ب  0 x 0

f (x) f (0) ln(1 2x) 2xlim lim
x x→ →

− + −
=  

2    - أ -حسب س 

ln(1 2x) 2x 2
x 1 2b

+ − −
=

+
 x و 0  محصور بين b :     بحيث

x)اذا آان  0       فان<(0 b x< <   

2xإذن   0 b 0

ln(1 2x) 2x 2lim lim 2
x 1 2b+ +→ →

+ − −
= = −

+
  

df و   0ش على يمين .   ق  fاذن  ' (0) 2= −  
x)اذا آان  x         فان>(0 b 0< <  

اذن  
x 0 b 0

f (x) f (0) 2lim lim 2
x 1 2b− −→ →

− −
= = −

+
  

gf و 0ش  على يسار .    ق fاذن   ' (0) 2= −  

f و  0ش في .   ق fو بالتالي   '(0) 2= −  

}ش على .  ق f الدالة – أ – 3 }I } لأنها مرآب و خارج دالتين ق ش على −0 }I 0−  

2لدينا      

2 x ln(1 2x)
1 2xf '(x)

x

− +
+=       { }( x I 0 )∀ ∈ −   

2اذن   

2x (1 2x) ln(1 2x)f '(x)
x (1 2x)

− + +
=

+
  

2أي                       

g(x)f '(x)
x (1 2x)

=
+

         

g(x)   : بحيث 2x (1 2x) ln(1 2x)= − + +                    



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1)  دينا ل –ب  2x)2g '(x) 2 2ln(1 2x)
(1 2x)
+

= − + −
+

         ( x I)∀ ∈ 

g                               إذن  '(x) 2 ln(1 2x)= − +  
                           g '(x) 0 1 2x 1= ⇔ + =  

                                 x 0⇔ =  
                           x 0 1 2x 1> ⇔ + >  

                     ln(1 2x) 0⇔ + >  
                  ln(1 2x) 0⇔ − + < 

                            g '(x) 0⇔ <      
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 g(0)=0 و هي 0  تقبل قيمة قصوى عند  g  :   نستنتج أنgمن خلال جدول تغيرات الدالة 
g(x)اذن  0<         { }( x I 0 )∀ ∈ −  

  I :      1+2x >0  من x  لكل -ج 
 g(x)هي اشارة  f’(x)اذن اشارة 

}  من x لكل   g(x)<0و بما أن  }I 0−  
  Iقطعا على  تناقصية  f     اذن  f’(x)<0فان 

  - أ - 4
1 1x x
2 2

1 1x x
2 2

ln(1 2x)lim f (x) lim
x→− →−

>− >−

+
=  

                  1
2

−∞
= = +∞
−

  

1xاذن المستقيم ذو المعادلة 
2

=   (C) مقارب للمنحنى  −

لدينا                
x x

ln(1 2x)lim f (x) lim
x→+∞ →+∞

+
=  

اذن 
x

ln(1 2x) (1 2x)lim
(1 2x) x→+∞

+ +
= ×

+
  

                               0 2 0= × =  
)بجوار  (C)مقارب للمنحنى  y=0اذن المستقيم ذو المعادلة  )+∞  

h(x) لتكن  –ب  f (x) 1= −  
h  متصلة على [ ]1, 2  

                 h '(x) f '(x) 0= <        [ ]( x 1, 2 )∀ ∈  

]  تناقصية قطعا على hاذن  ]1, 2  

h(1)لدينا    f (1) 1= ln  و  − 5h(2) 1 0
2

= − < 

   ln 3 1 0= − >   
h(1)اذن   h(2) 0× <  

]  من αاذن حسب مبرهنة القيم الوسيطية يوجد عدد حقيقي وحيد  ]1, )h  :  بحيث2 ) 0α f  أي  = ( ) 1α =  

      X        -1/2                      0                    +∞
   g’(x)                     +           0             -   
 
                                             0              
    g(x) 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (C) انشاء المنحنى –ج 

 
II  ( 1 -  نضع  [ ]J 1,= α و  (x) ln(1 2x)ϕ = +       ( x I)∀ ∈   

    I  لأنها مرآب دالتين  ق ش على المجال I ق ش على المجال ϕ الدالة –أ 

                             2'(x)
1 2x

ϕ =
+

         ( x I)∀ ∈       

                           x 1 1 2x 3≥ ⇒ + ≥  

                    1 10
1 2x 3

⇒ < ≤
+

  

                    2 20
1 2x 3

⇒ < ≤
+

  

                      20 '(x)
3

⇒ < ϕ ≤  

ln(1                -ب  2 )f ( ) 1 1+ α
α = ⇔ =

α
  

                     ln(1 2 )⇔ + α = α  
                            ( )⇔ϕ α = α  

20لدينا    '(x)
3

< ϕ   I تزايدية على ϕ  اذن ≥

       1 x (1) (x) ( )≤ ≤ α⇒ ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ α  
        1 ln 3 (x)⇒ < ≤ ϕ ≤ α  
1 متصلة  و  ϕلدينا  (x)< ϕ ≤ α         ( x J)∀ ∈  
(J)إذن  Jϕ ⊂  

2 -0

n 1 n

U 1
U ln(1 2U )(n 0)+

=
 = + ≥

                                      

n لدينا -أ  1 nU (U )+ = ϕ 
nUلنبين أن J∈ أي n1 U≤ ≤ α لكل  n 0≥  

nمن أجل   0U لدينا =0 0U    اذن =1 J∈  
nUنفترض أن  J∈ لكل n nنبين أن   و ≤0 1U J+ ∈  

nUلدينا  J∈  ب -1  وحسب  س - (J) Jϕ ⊂                                  
n(Uاذن   ) Jϕ n    أي ∋ 1U J+ ∈  

nUو بالتالي   J∈لكل   n 0≥  
  
   



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 لدينا –ب  2≤ α ≤  
2اذن  1− ≤ −α ≤ 1  أي   − 1 0 1− ≤ −α ≤ <  

0اذن 
0

2U ( )
3

−α ≤  

nنفترض أن 
n

2U ( )
3

−α n  لكل ≥ 0≥  

nو نبين أن  1
n 1

2U ( )
3

+
+ −α ≤  

  nU و α و ق ش على المجال المفتوح الذي طرفاه nU و α متصلة على المجال المغلوق الذي طرفاه ϕلدينا 
 :  بحيثnU و α  محصور بين cاذن حسب مبرهنة التزايدات المنتهية يوجد 

                             n n(U ) ( ) '(c) Uϕ −ϕ α = ϕ −α 

20و بما أن  '(x)
3

< ϕ x) لكل ≥ (c)'2     فان ≤(1
3

ϕ ≤  

nو لدينا  1 nU (U )+ = ϕ  
)   - ب – 1و حسب س  )ϕ α = α  

nاذن  1 n
2U U
3+ −α ≤ −α  

nحسب افتراض الترجع لدينا 
n

2U ( )
3

−α ≤   

nاذن  1
n 1

2U ( )
3

+
+ −α ≤  

nو بالتالي  
n

2U ( )
3

−α n)  لكل ≥ 0)≥  

)n2 المتتالية –ج  )
3

)2لان  ( 0 متقاربة و نهايتها  1 1
3

− < <  

n(Uاذن حسب مصاديق التقارب المتتالية  nn متقاربة  و(
lim U
→+∞

= α    

III (  لتكنF الدالة المعرفة على  Iبما يلي  :   
x

0

F(x) f (t)dt= ∫  

  I على ψ  اذن تقبل دالة أصلية I  متصلة على f – أ - 1
(x)'  و  I ق ش على ψبحيث  f (x)ψ =        ( x I)∀ ∈  

]لدينا    ]x

0
F(x) (t)= ψ   

(x) (0)= ψ −ψ  
  I  لانها مجموع دالتين ق ش على I  ق ش على Fاذن 

                          F '(x) '(x)= ψ         ( x I)∀ ∈  
                            F '(x) f (x)=  

)        f(x)>0  نستنتج أن f من خلال مبيان الدالة –ب  x I)∀ ∈  
  I  تزايدية قطعا على F      اذن F’(x)>0اذن 

 لدينا – أ – 2
x

0

F(x) f (t)dt= ∫  

 اذن  
1 x

0 1

F(x) f (t)dt f (t)dt= +∫ ∫  

           
x

1

x 1 F(x) f (t)dt≥ ⇒ ≥ ∫  

  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
x

1

ln(1 2t)F(x) dt
t
+

⇒ ≥ ∫   

1 1 ln(1 2t) ln(1 2t)t 1 2t
t 1 2t t 1 2t

+ +
≤ + ⇒ ≥ ⇒ ≥

+ +
  

          
x x

1 1

ln(1 2t) ln(1 2t)dt dt
t 1 2t
+ +

⇒ ≥
+∫ ∫  

و بما أن  
x

1

ln(1 2t)F(x) dt
t
+

≥ ∫  

ان  ف
x

1

ln(1 2t)F(x) dt
1 2t
+

≥
+∫  

 لدينا –ب 
x x

1 1

ln(1 2t) 1dt ln(1 2t) ln'(1 2t)dt
1 2t 2
+

= + +
+∫ ∫  

اذن            
xx

2

11

ln(1 2t) 1dt (ln(1 2t))
1 2t 4
+  = + +  ∫  

2أي  21 1(ln(1 2x)) (ln 3)
4 4

= + −  

2اذن  21 1F(x) (ln(1 2x)) (ln 3)
4 4

≥ + −  

2و بما أن  2

x

1 1lim (ln(1 2x)) (ln 3)
4 4→+∞

+ − = +∞  

فان  
x
lim F(x)
→+∞

= +∞  

1على اليمين في    تقبل نهاية منتهية Fأن الدالة  نفترض – 3
2

−  

1  تقبل تمديدا بالاتصال على اليمين في  Fاذن
2

−  

1 الدالة المعرفة على F لتكن –أ  ,
2

 − +∞  
   : ما يلي ب

                               
F(x) F(x); x I

1F( )
2

 = ∈



− =

  

F هي التمديد بالاتصال للدالة F 1  على اليمين في
2

−  

1 متصلة على F  : لدينا , x
2

 −  
  

1و ق ش على  , x
2

 −  
  

 T.A.Fاذن حسب مبرهنة التزايدات المنتهية 

        
1F(x) F( )1 2c , x : F '(c)12 x

2

− − ∃ ∈ − =   +
 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1F(x)اذن   F'(c)(x )
2

− = +  

        1F(x) f (c)(x )
2

− = +  

1  : لدينا c x
2

− < <  

f    فان I   تناقصية على fو بما أن  (c) f (x)≥  

1F(x)اذن   f (x)(x )
2

− ≥ +  

  -ب 
1 1x x
2 2

1 1x x
2 2

1F(x) F( ) F(x)2lim lim1 1x x
2 2

→− →−

>− >−

− − −
=

+ +
  

             
1x
2

1x
2

lim f (x)
→−

>−

≥  

و بما أن 
1x
2

1x
2

lim f (x)
→−

>−

= +∞  

فان                   
1x
2

1x
2

1F(x) F( )
2lim 1x

2
→−

>−

− −
≥ +∞

+
  

1ق ش على اليمين في غير  F  الدالة : اذن
2

−.    

  
  
  

                                                                                            
  ياسر غريز: بعثه
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 الحيان: الأستاذ 

تصحيح الامتحان الوطني 
 الموحد للبكالوريا

 2007الدورة العادية  

 الثانية بكالوريا علوم رياضية
 الرياضيات

 :التمرين الأول 

I . ليكن
1
2

E ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

= ): لدينا . − ) 2, : 2a b E a b a b ab∀ ∈ ⊥ = + −.  

) ليكن -أ. 1  ) 2,a b E∈ . ا لدين : 

                   ( )( ) ( )1 1 1 12 1 2 1 2 1 2 2 2
2 2 2 2

a b ab a b a b ab a b− − − = − + − − = + − = ⊥ 

) ليكن -   ب ) 2,a b E∈ .  لدينا :
1 2 1 0
2

a E a a∈ ⇔ ≠ ⇔ − 2 و ≠ 1 0b E b∈ ⇔ −  :إذن  . ≠

       ( )( )2 1 2 1 0a b− − ):  ومنه فإن≠ )( ) 01 1 2 1 2 1
2 2

a ba b = ≠− − −⊥ : أي  .−
1
2

a b⊥ ≠ 

Ea:         ومنه فإن  b∈⊥ .  وبالتالي فإن :( ) 2 :,a b E a b E∀ ∈ ⊥ ∈.  

  .E قانون ترآيب داخلي في⊥        إذن 
  .Eخلي في قانون ترآيب دا⊥ :لدينا . 2 

  .E قانون تبادلي وتجميعي في⊥ ، فإن     وبما أن الجمع والضرب قانونين تبادليين وتجميعيين في
::      لدينا  0 0a E a a a a∀ ∈ ⊥ = ⊥ =æ .  في⊥ هو العنصر المحايد بالنسبة ل0إذن E.  

)ليكن      ) 2,a b E∈ .  لدينا: 

 

( )( )
( )( )

1 10 2 1 2 1 0
2 2

2 1 2 1 1

12 1
2

2

1
12 1
2 1

22

0
1

2 1

a b a b

a b

b
a

b
a

ab
a

a b ab
a

⊥ = ⇔ − − − =

⇔ − − =

⇔ − =
−

⇔ = +
−

⇔ =

=

−

= ⇔
−

⊥

 

:     وبما أن 
1 1 2 2 1 0 1
2 2 1 2

ab a a
a

= ⇔ = ⇔ = − ⇔ = −
−

b :  وهذا غير ممكن، فإن  E∈   

a    وبالتالي فإن لكل  E∈ مماثل وحيد 
2 1
ab

a
=

−
  .⊥ بالنسبة للقانون E في

):     وبالتالي فإن  ),E  . زمرة تبادلية ⊥

II .علم أن ن :( )( )2 , ,+ ×M  حلقة واحدية وحدتها
1 0
0 1

I ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 

):           وأن  )( )2 , ,.+M فضاء متجهي حقيقي . 

    Fمجموعة المصفوفات من ( )2Mالتي تكتب على شكل ( ) 21
2 2

a aa
a a

M
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
=

−
aحيث E∈. 
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:      نضع 
1 1

1 1
A ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
=

−
.  

2 : لدينا  -أ. 1 1 1 1 1 2 2 1 12 2
1 1 1 1 2 2 1 1

A A⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− − −
= × = = − = −

− − − − −
.               2 2A A= − 

):        ولدينا  )21 0 1 1 1
0 1 1 12 2 2 2

a aa aI A M a
a a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−−+ = + = =
− −

. ( )
2

aM a I A= + 

) ليكن -  ب ) 2,a b E∈ .  لدينا :( ) ( ) 2

22 2 2 2
a b ab a bM a M b I A I A A A AI⎛ ⎞ ⎛ ⎞

× × + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + + = + 

             ( ) ( )
2

2
2 2 2 2

a b a b a b abM a M b I A I A abA A A AI I⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× × + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ −= + + = − = + 

                                                                               ( ) ( ) ( )
2

a bM a M b A a bI M×
⊥ = ⊥= + 

):       إذن  ) ( ) ( )M a M b a bM× = Ea و ⊥ b∈⊥ )    حسب السؤالI.1. ب ( 

):        ومنه فإن  ) ( ) ( )M a M b M a b× = ⊥ ∈ F .  إذنF جزء مستقر من ( )( )2 ,×M.  

 : نعتبر التطبيق . 2 

( ) ( )
( ) ( )

: , ,E
a a M a

ϕ
ϕ

⊥ → ×
=
F

 

) ليكن -   أ ) 2,a b E∈ .  لدينا :( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b M a b M a M b a bϕ ϕ ϕ⊥ = ⊥ = × = ⊥.  

) تشاآل من ϕ:       إذن  ),E ) نحو  ⊥ ),×F. 

B      ليكن  ∈ F  إذن ،  :( )/a E B M a∃ ∈ ): إذن . = )/a E B aϕ∃ ∈ =.  

  .F نحو E شمولي من ϕ      وعليه فإن 

):        ولدينا  ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2 2
a b a ba b M a M b I A I A A A a bϕ ϕ= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =  

 .Fو  نحE تبايني من ϕ:        إذن 

) تشاآل تقابلي من ϕ      وبالتالي فإن  ),E ) نحو  ⊥ ),×F. 

) تشاآل تقابلي من ϕ بما أن - ب ),E ) نحو  ⊥ ),×F و ( ),E ) زمرة تبادلية ، فإن ⊥ ),×Fزمرة تبادلية . 

  :2التمرين 
}                  ليكن  },a i i∈ − −.  

I .1 .المعادلة  نعتبر في -أ  :( ) ( )( ) ( )2 2: 1 1 1 0E z a i z a i− + + + + u: ليكن  . = a i=  :  لدينا  .  +

    

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )

22 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 1

2 1 1 1

2 1 1 1
1 1 1 0

u a i u a i a i a i a i a i

a ai a a i ai i a i

a ai a i ai a ai a i i a i
u a i u a i

− + + + + = + − + + + + +

= + − − + + + − + +

= + − − − − + − − − + + +
− + + + + =

 

 
u:  إذن        a i= ) حل للمعادلة + )E.  
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)  الحل الآخر للمعادلةv ليكن-   ب )E . دينا ل: 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 1 1 1

1 1
1

1

bu v a i v a i u
a

v a i a i
v i a ai a i

v ai

+ = − = + + ⇒ = + + −

⇒ = + + − +
⇒ = − −
⇒ =

+
+

+ +
 

1a: نفترض أن . 2  : إذن  . =
2 1aa a= :  ، ومنه فإن =

1a
a

=.          

: بما أن  -    أ
( )
( )

1
11

111 1

i i aiu u a i a i ai a i ua
iv a i ai vv ai i a iai
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −+ − − += = = = = = = =
− +− −+ −

: ، فإن  
u
v
∈.  

): ا  لدين-  ب ) ( )22 2 22 2 1 2a a a i a aa ai a ai a i u⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

− + = − + = − + = + =         .( )2 2u a a a i⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

= − + 

):   لدينا - جـ ) ( )2arg 2arg 2u u π⎡ ⎤⎣ ):                        و لدينا ≡⎦ ) ( )2 2 2arg argu a a a i π⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
≡ − + 

                                                                              ( ) ( )( )2 2arg arga a a i π⎡ ⎤+ ⎣ ⎦≡ − + 

):        ولدينا  ) ( ) ( )( )2 2 2 2 1aa a i i m i m a i− + = ℑ + = ℑ +.  

) :لدينا و        ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1 2m a a m a m a m aℑ ≤ ⇒ ℑ ≤ ⇒− ≤ℑ ≤ ⇒ ≤ℑ + ≤. 

):        ومنه فإن  ) ( )( ), 2
2 2 1a a i m a π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
− + = ℑ ): إذن  . + )( )2 2

2
arg a a i π π⎡ ⎤⎣ ⎦− + ≡.  

):        وعليه فإن  ) ( )2 2
2

arg argu a π π⎡ ⎤⎣ ⎦≡ ): أي  . + ) ( ) 2
2

2arg argu a π π⎡ ⎤⎣ ⎦≡ +.  

)    :       وبالتالي فإن  ) ( )1
2 4arg argu a π π⎡ ⎤⎣ ⎦≡ + .  

   :1طريقة  .3 
 

u :لدينا       v u iv u iv+ = + ≥ )،و+ )1 2u iv a i i ai i+ = + + + 2ومنه فإن . = 2iu iv = =+ 

2u:  وبالتالي فإن        v ≥+.  

   :2طريقة     
 

1a:لدينا       1aa : إذن . =   :ومنه فإن =

     1u v a i ai a i aa ai a i a a i a i a i a i a i+ = + + + = + + + = + + + = + + + ≥ + + +

):          ولدينا  ) ( )( )2 2 22 e i e aa i a i a a i a iℜ + = ℜ ++ + + = + =+.  

)                     :       إذن  ) ( )( )22 2 1e ea i a i a i a= ℜ + = ℜ ++ + +.  

  :       وبما أن 
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( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )

2

2

2

1

1 1

0 1

1 1 2

1 1

e a a e a

e a

e a

e a

e a

ℜ ≤ ⇒ ℜ ≤

⇒ − ≤ℜ ≤

⇒ ≤ ℜ ≤

⇒ ≤ + ℜ ≤

⇒ ≤ + ℜ

 

                                       
( ) ( )( )2

12 2

2

e a a e a
a i a i

ℜ ≤ ⇒ ≤ + ℜ

⇒ ≤ + + +
 

u   : إذن         v a i a i+ ≥ + + 2a    و  + i a i ≥+ +  : ، ومنه نستنتج أن +

2u v ≥+ 

 
II .المستوى العقديP منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( )1 2, ,O e e .  2ليكن,m ⎤ ⎡⎦ ⎣∈ +∞.  

)    نعتبر  )mEمجموعة النقط ( )M aمن المستوى العقدي P بحيث   :u v m+ =.  

u: نعلم أن .  1  v a i a i+ = + + −.  

)لتكن        )F i و ( )F i−′نقطتين من المستوى العقدي P اللتان لحقاهما على التوالي   iو i− .  

u: لدينا        v m a i a i m MF MF m+ = + + − = ⇔ + =′⇔.    

2 المسافة البؤرية      وبما أن  2F FFF z z i i i
′

= − = − − = − 2m و′= u v= +  :   ، فإن ≤

     22m cb ): إذن    .=≤ )mEمنتصف القطعة  إهليلج مرآزه FF⎡ ⎤⎣   . أصل المعلمO أي′⎦

 
a: نضع . 2  x iy= ) حيث + ) 2,x y ∈.  

 : لدينا  -   أ

( ) ( )mM u v ma E
MF MF m

∈ ⇔ + =

⇔ + =′
 

)   :       نعلم أن  )0,1F    و( )0, 1F )  و    ′− ),M x y ،  

): إذن        ),1MF x y− ) و    − ), 1MF x y− − −′. 

):       ومنه فإن  ) ( )2 22 2 2 21 1MF x y MF x y= + + = + −′ æ.  

2:        إذن  2 4MF MF y− = )  ومنه   ،′− )( ) 4MF MF MF MF y+− = −′ ′ ،  

MF                               :وبما أن        MF m+ =′ ،  
)                             :  فإن        ) 4m MF MF y− =−′ .  

                           : أي        
4MF MF ym− ′ =−.  
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:                                وعليه فإننا نجد       

( )
4

42

ym

MF MF m

MF MF

MF m ym

+

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

= −

=

+ =′

− ′

−

 

: إذن       
2

2
mMF ym= : ومنه فإن  . −

2 2
2 2

224
2 4

2
m ymMF y ym m

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − += −  

)  بما أن و       )22 2 1MF x y= + ) : ، فإن  − )2
2

22
2

124
4 x ym y ym+ = + −− .  

22:   ي       أ
2

2
2

2 1 24
4 xm y y yym+ = +− − 22 يكافئ +

2
2

2
14

4 xm yym+ = + +. 

 

)      وبالتالي فإن معادلة ديكارتية للإهليلج )mE 2:         هي
2

2
2

1 14
4x mym

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
− −=+.  

 
   :بطريقة أخرى      

) نعلم أن معادلة ديكارتية للإهليلج                               )mE في المعلم ( ), ,O i j تكتب على شكل : 

                              
22

2 2 1yx
a b

+ 2 أي = 2 2
2

2
x y a

b
a+ 2و   = 2

mb m b= ⇒  و  =
2 12 2

FFc ′= = =.  

:                                  إذن 
2 2

2 2 2 2 2 22 1 12 4
m mc b a b ca ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ⇒ = − = − = −.  

)                              وبالتالي فإن ديكارتية للإهليلج )mE 2:         هي
2

2
2

1 14
4x mym

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
− −=+. 

 

): دينا  ل-  ب ) 2 2
4

3: 3
4

E x y+ ): إذن  . = )
2

4 2 2

2
:

3
12

x yE + =    . 

3a: إذن         2b   و  = : ومنه فإن   . =
22 2 22 3 1c b a= − = − =.  

)ومنه فإن        )4E إهليلج :  

  .   Oمرآزه -

)رؤوسه   - )3,0Aو ( )3,0A ) و ′− )0,2Bو ( )0, 2B −′.  

)بؤرتيه  - )0,1F و ( )0, 1F −′. 

تباعده المرآزي  -
1
2

ce b= =.  
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  :1طريقة . 3 

     معادلة الإهليلج
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  :        

2

2 2
2

2 2
8

4 71 1
48

7

9 9
16 7x y x y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − = − ⇔ + =.  

)    معادلة المستقيم )AB هي  :
03

23
2 3 23

A

B A

A

B A

yx x x
x x

y y
y y y x−− −= ⇔ = ⇔

− −
=−− +−

.  

)    لنحد د تقاطع المستقيم )ABوالإهليلج 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

):  بحل النظمة  )
2 29 9

16 7* :
2 3 23

x y

y x

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

+ =

= − +
.  

       ( )
22 2 3

*

7 3 9 9 (7 -3 ) 0- 3   49 42 3 27 074 2 4
2 32 32 3 222 333

xx x x x

y xy xy x

⎧ ⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪

⎪⎪⎪ ⎩⎩⎩

⇔ ⇔ ⇔
=+ = − + =

=− +=− +=− +
 

                    ( )*
3 3

7
8
7

x

y

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

⇔
=

=
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)    ومنه فإن المستقيم )ABوالإهليلج 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 يتقاطعان وفق النقطة 
3 3 8,7 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω.  

    نعلم أن معادلة المماس للإهليلج 
7

2 2
8 : 9 9

16 7
x yE

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+  :  هي Ω في النقطة=

0 0
3 3 8

7 7
9 9 9 9

7 716 16
3 9 93   7 714
2 3   2 3

x y x yx y

x y

x y

⇔

⇔

+ = + =

⇔ + =

+ =

 

)    وبالتالي فإن المستقيم )AB مماس للإهليلج 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 في النقطة 
3 3 8,7 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω.  

  :2طريقة    

لإهليلجامعادلة      
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

      : 

2

2 2 2 2
2

2
8

4 9 971 1
4 16 78

7

16 16
7 9x y x y y x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − = − ⇔ + = ⇔ =± − 

):  المعرفة بما يلي gنعتبر الدالة العددية       ) 23 7 3 7, :
7 7

16 16
7 9x g x x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∀ ∈ − = −.  

)معادلة       )AB هي   :
03

23
2 3 23

yx y x−− = ⇔
−

=− +.  

     ( )ABمماس للإهليلج 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ، إذا وجد عدد حقيقي
3 7 3 7,

7 7
x ⎤ ⎡

−⎥ ⎢
⎦ ⎣

):  بحيث ∋ ) 2 3
3g x = −′.  

)    أو   ) 2 3
3g x− = −′.  

)  :لدينا       )
2

16
9 16 19

7 9

xg x
x

= −′
−

)   و    ) 3 3
7

2 3
3 xg x ⇔ == ومنه   ′−

3 3 8
7 7

y g
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =. 

: لدينا      
7

8
3 3 8,

7 7
E
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ω ∈  

ولدينا معادلة المماس للإهليلج      
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 :تححدد بما يلي  Ω في النقطة

      
3 3 9 8 9 9 2 33 3 9 2

7 16 7 7 2 3
x y x y y x⇔+ = + = ⇔ = − +   

)وهي المعادلة المختصرة  للمستقيم      )AB .  

)وبالتالي فإن       )AB للإهليلج  مماس 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .  
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) :       ولدينا  ) 3 3
7

2 3
3 xg x ⇔ =−− = ومنه   ′−

3 3 8
7 7

y g
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = −. 

 : إذن       
7

8
3 3 8,

7 7
E
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ω − دينا معادلة المماس للإهليلج  لو  ′∋
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 : هي Ω في النقطة

      
3 3 9 8 9 9 2 33 3 9 2

7 16 7 7 2 3
x y x y y x⇔ −− − = − = ⇔ = −   المعادلة هذه المعادلة ليست  . −

)       المختصرة للمستقيم )ABإنما هي المعادلة المختصرة للمستقيم الموازي ل ،( )AB والمار من Ω′.  

 
 
 

 :التمرين الثالث 
):  المعادلة2فينعتبر . 1 ) : 195 232 1E x y− =.  

 :  لدينا       :1طريقة  -   أ
 

 
   

195:      إذن  3 5 13= × 3232  و  × 2 29= ×.  
 

232:       ومنه فإن  195 1∧ =.  
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 :ابعة  لأقليدس ، لدينا  حسب تقنية القسمة الأقليدية المتت    : 2طريقة        

 
232       ومنه نستنتج أن  195 1∧  .Bezoutبالإظافة  إلى معاملي  . =

 :  لدينا -  ب

 

):        إذن  )232 / 195 69 232 / 69
Gauss

x x+ /: ومنه فإن  . ⇒+ 69 232h x h∃ ∈ + = 

/:        أي  69 232h x h∃ ∈ = )نعوض هذا التعبير في العلاقة  . −+  : ، فنجد *(

      ( )195 232 232 58 58195 58 195h y yh y h⇔ ⇔× = + += =− + .  

):         ومنه فإن  ) ( ), 69 232 , 58 195x y h h= − + −  :أي  . ∋h حيث  +

    ( ) ( ) ( )( )1 169 232 232 , 58 195 195, h hx y − −− + + − + += .  

):        يكافئ  ) ( ) ( )( )1 1163 232 ,137 195, h hx y − −+ 1k  وبوضع =+ h= k:  ، نجد −   و∋

     ( ) ( )163 232 ,137 195, k kx y + k حيث  =+ ∈.  

)      وبما أن الأزواج  )163 232 ,137 195k k+ k ، حيث  + ) ، تحقق المعادلة ∋ )E فإن مجموعة ،  

)      حلول المعادلة )Eي  ه               :( ){ }163 232 ,137 195 /k k kS + + ∈= 

0 عددا صحيحا طبيعيا بحيث d ليكن-  جـ 232d≤ 195 و ≥ 1 232d ⎡ ⎤⎣ ⎦≡. 

/:        لدينا  195 232 1m d m∃ ∈ −  : ب ، لدينا .1حسب السؤال  . =

       ( ) ( )/ 163 232 ,137 195,k k kd m∃ ∈ + /: إذن  . =+ 163 232k kd∃ ∈ = +.  
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0 232 0 232
163 232 69
163 69
232 232

163 232d
k

k

k≤ ≤ ⇔ ≤ ≤
⇔ − ≤ ≤

⇔ − ≤ ≤

+
 

k:         وبما أن   و ∋
69 0,29232  و ≈

163 0,70
232

− ≈ 0k:  ، فإن − 163d: إذن  . = =.  

233N:   لدينا .  2 =                     . ; 0N pq r r p= + ≤ < 

       2p r q p 

4 1 1162 
9 2 77 3 
25 3 46 5 
49 2 33 7 
121 2 21 11
169 1217 13

Stop       2891213 17
233N       إذن   .  عدد أولي =

q       نتوقف في حالة   p<  )  2أوp N>( .  

0,232Aلتكن .3 ⎡ ⎤
⎣ ⎦= f:ليكن  . ∩ A A→ تطبيقا يربط آل عنصر  a A∈ بالعنصر ( )f aحيث  

   ( )f a 195 هو باقي القسمة الأقليدية للعددa 233 على .  

}:      نقبل أن  } 2320 : 1 233\a A a ⎡ ⎤⎣ ⎦∀ ∈ ≡ .   

}:  طبيعيا أوليا ، فإن  عددا صحيحا nإذا آان  :   مبرهنة فيرما     } 10 : 1\ na a n− ⎡ ⎤⎣ ⎦∀ ∈ ≡ 

) ليكن -   أ ) 2,a b A∈ بحيث ( )f a b= .  لدينا( )f a 195 هو باقي القسمة الأقليدية للعددa 233 على.  

):  إذن       )195 233a f a ⎡ ⎤
⎣ )  و  ≡⎦ )0 233f a≤ 195: ومنه فإن  .> 233ba ⎡ ⎤

⎣ 0 و  ≡⎦ 233b≤ <.  

163163195:       ومنه فإن  233ba ⎡ ⎤
⎣ ⎦

× 195:   ولدينا ≡ 163 1 232⎡ ⎤⎣ ⎦× 195: إذن  . ≡ 163 1 232k× =   حيث+

      k 1631: إذن  . ∋ 232 233k ba + ⎡ ⎤
⎣ 232: نعلم أن  . ≡⎦ 1 233a ⎡ ⎤

⎣ 232:  ، إذن ≡⎦ 1 233ka ⎡ ⎤
⎣ ⎦≡. 

1:       وعليه فإن  232 1 233ka + ⎡ ⎤
⎣ 163: إذن  . ≡⎦ 233ba ⎡ ⎤

⎣ 0  و  ≡⎦ 232 233a≤ ≤ <.  

  . 233 على163b هو باقي القسمة الأقليدية ل a      وبالتالي نستنتج أن 
 
1 ولدينا A  نحوA تقابل منfأ ، لدينا .3  حسب -جـ :f A A−   هو التطبيق الذي يربط آل عنصر→

      b A∈بالعنصر ( )f b حيث ( )f b 163 هو باقي القسمة الأقليدية لb233 على .  

 :التمرين الرابع 
I .نعتبر الدالة العدديةg بما يلي   المعرفة على : 

                                                                      ( ) ( )
:

1 1 x
g

x g x x e
→

= + −
 

xليكن . 1    ):  ، لدينا ∋ ) ( )1 1 1x x xg x x e e xe= + − = − +. 

):           إذن  ) ( )( ) ( )1 1 1 xx x x xeg x x e e x e′ == + −′ = + )إشارة   . − )g x′ هي إشارة  x.  

       ( ) ( )lim lim 1 1
x x

xg x x e
→+∞ →+∞

+∞= + − )  و  = )lim lim 11
x x

x xxg x e e
→−∞ →−∞

−= + = 
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): إذن  .  علىg قيمة دنيا مطلقة للدالة0        ): 0x g x∀ ∈ ≥.  

)لدينا .  2    )0 0g  : ولدينا . =

       g0,ة قطعا على   تناقصي⎤ ⎡
⎦ ): إذن  . ∞−⎣ ) ( ) ( )0 0 0x g x g g x< ⇒ > ⇒ >.  

       g 0  تزايدية قطعا على,⎤ ⎡
⎦ ): إذن  . ∞+⎣ ) ( ) ( )0 0 0x g x g g x> ⇒ > ⇒ >    .   

):                                   وبالتالي فإن  )* : 0x g x∀ ∈ >.  

II .لتكنfبما يلي   الدالة العددية المعرفة على : 

( )
( )

; 01
0 1

x
xf x xe

f

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

= ≠
−

=
 

 1 .( ) 1lim lim lim
1

011x xx x x
x

x xf x
e e

e
→+∞ →+∞ →+∞

= = =
− −

0lim: ، لأن  xx
x
e→+∞

01lim و = xx e→+∞
=.  

    ( ) 0lim lim
1 1 0 1

0lim
x

x xx x x
x xef x

e e
x x

→−∞ →−∞ →−∞
= = =

− − −
+ + 0lim:  ، لأن = x

x xe
→−∞

0limو= x
x e
→−∞

=. 

 2 .( ) ( )0 0 0
1 1

1
lim lim lim 0

1 xxx x x e
x

xf x f
e→ → → −

= = = =
−

:  ، لأن 
0

1lim 1
x

x
e

x→

− = . 

  .0 متصلة في f     إذن 
x* ليكن -أ. 3   : دينا  ، ل∋
 

             ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )2 2 2 2

1 1 1
1 1 1 1 1

11x x

x x x x x

xx xx e x e x g xxf x
e e e e e

ee xe⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′′ − − −′ −
= = = = = −′

− − − − −

− −− −
 

) إشارة-   ب )f x′ هي إشارة * على ( )g x− .  ومنه نستنتج جدول تغيرات الدالةfعلى .  

         ( )lim lim
1xx x

xf x
e→−∞ →−∞

= =
−

0lim:  ، لأن ∞+ x
x e
→−∞

=.  
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xليكن . 4  ):   ، لدينا ∋ )

0

x tJ x te dt−= ∫     .  

:    نضع -   أ
( )
( )

tu t e
v t t

−=′
=

:   ، إذن 
( )
( ) 1

tu t e
v t

−= −

=′
  

 :حسب تقنية المكاملة بالأجزاء ، لدينا  .  متصلتان وقابلتان للاشتقاق على v و u:       لدينا 

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 000

xx xx t u t v t dt u t v t u t v t dtJ x te dt− ⎡ ⎤
⎣ ⎦= −′ ′= = ∫ ∫∫ 

                              ( ) 0 00
0 1

xx xt t x t x xdtte e xe e xe eJ x − − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦− = − − = − +− − − −= ∫ 

):                                      وبالتالي فإن  ) 1x xJ x e e x⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

−= − −   

x ليكن -  ب )   : ، لدينا ∋ ) 0

x tJ x te dt−= ∫.  

x  ن       إذا آا 0:   ، فإن ∋+ 0 1x t x tt x x t e e te te t− − − −≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤.  

):         إذن  ) ( )
2 2 2 2

0 0 0
0 0

2 2 2 2

x x
x x x x xx t t t x xdt dt dt e J x J xete te t − −− − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⇒⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≤ ≤ ≤⇒ ≤≤ ≤∫ ∫ ∫ 

):                         ومنه فإن  )
2 2

2 2
2 2

x x x xx xe J x e
+ −

− −
≤ ≤.  

x  ن       إذا آا 0: ، فإن ∋− 0 1 t x x tx t t x e e te te t− − − −≤ ≤ ⇒ ≤− ≤ − ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ 0t ،لأن ≥ ≤. 

):ن      إذ ) ( )
0 02 2 2 20 0 0

2 2 2 2
x

x x x
x x

xx t t t x xdt dt dt e J x J xete te t − −− − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⇒ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
≤ − ≤ ≤ −⇒ ≤−≤ ≤∫ ∫ ∫ 

):         وعليه فإن  )
2 2

2 2
xx xJ x e −≤ ):          ، ومنه فإن ≥ )

2 2
2 2

2 2

x x x xx xe J x e
+ −

− −
≤ ≤.  

0x       هذه العلاقة تظل صحيحة من أجل  =.  

):                وبالتالي فإن  )
2 2

2 2: 2 2

x x x xx xx e J x e
+ −

− −
∀ ∈ ≤ ≤               

x* ليكن -    جـ ):  ، لدينا ∋ ) ( )1x xJ x e e x−= − ) و − )
2 2

2 2
2 2

x x x xx xe J x e
+ −

− −
≤ ≤. 

):          إذن  )
2 2

2 212 2
x x

x x x x
e e xx xe e−

+ −
− −

− −≤ 2:  ، ومنه ≥
2 211 1

2 2
x

x x
x x x xe xe e

x
e e

+ −
− −− −≤ ≤

2:            وبالتالي فإن 
* 2 2: 11 1

2 2
xx x x x

e x
x

x e e
− +

− −∀ ∈ ≤ ≤. 
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2:  لدينا -     د
* 2 2: 11 1

2 2
xx x x xe x

x
x e e

− +
− −∀ ∈ ≤ 2 و ≥

0
1 1lim
2 2

x x

x
e

−

→
2 و =

0
1 1lim
2 2

x x

x
e

+

→
=  

20:                               حسب خاصيات الترتيب والنهايات ، لدينا 
1 1lim 2

x

x
e x

x→
− − = 

:          ومنه فإن 
( ) ( )

( ) 20 0 0 0

10 1 11lim lim lim l
0

1im 11 2
1xx

xxx x x x

x
x

f x f x ee
ex x xx e

x

e x
→ → → →

−− − +−= = = =
−− −

− −−− 

):    ولدينا 0  قابلة للاشتقاق في f  إذن       ) 10 2f = −′.  

x* ليكن-أ. 5   :   ، لدينا ∋

        ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

2 2

4

2

2 4

1 1

1

1 2 1

1 1

x x

x

x x x x

x x

g x e g x e

e

xe e e g x eg x
f x

e e

′′⎛ ⎞ ′− − + −
⎜ ⎟ =⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − + −−
= =′′

− −
 

                              ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
2

4 3

1 2 1
1 2

1 1

x x x x x
x

x x

xe e e g x e ef x x e g x
e e

+
− − + −

= = − −′′
− −

 

 
 

                                                                         ( )
( )

( )( )3 2 2 1
1

x
x x

x

ef x xe x x e
e

+ += − + −′′
−

 

( )
( )

( )( )3 2 2
1

x
x

x
xef x e x

e
− + +=′′

−
 

x ليكن-   ب ):  ، نضع ∋ )( ) 2 2xh x e x x= − +  :  ، لدينا +

                          ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1( ) 2 2 2 1 0x x x x xh x e x x e e x e x g′
= + =+ += − + + − −′ = ≥ 

)وبما أن  .  تزايدية على h     إذن    )0 0h  :  ، فإن =

( ) ( )
( )

0 0
0

x h x h
h x

≥ ⇒ ≥

⇒ ≥
      و      

( ) ( )
( )

0 0
0

x h x h
h x

≤ ⇒ ≤

⇒ ≤
 

):  لدينا -  جـ )
( )

( )*
2: 11

x

xx

h xex f x ee
∀ ∈ = ×′′ −−

 .  

 
 

)       إشارة  )f x′′ هي إشارة * على 
( )

1x
h x
e −.  

x*       ليكن  : لدينا   .∋
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( )
( )

( )

( )

0 1 0
1 0 0

01
0

x

x

x

x e h x
e h x

h x
e
f x

> ⇒ > >

⇒ − > >

⇒ >
−

⇒ >′′

æ

æ
        و         

( )
( )

( )

( )

0 1 0
1 0 0

01
0

x

x

x

x e h x
e h x

h x
e
f x

< ⇒ < <

⇒ − < <

⇒ >
−

⇒ >′′

æ

æ
 

)   : دينا        في آلتا الحالتين ، ل )* : 0x f x∀ ∈ >′′. 

)  إنشاء المنحنى -   د )fCفي المستوى Pالمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ), ,O i j:  

)   لدينا                 )lim 0
x

f x
→+∞

) إذن = )fC0 معادلته ∞+ يقبل مقاربا أفقيا بجوارy =.  

)                ولدينا  )lim 0
x

f x x
→−∞

) إذن += )fCمعادلته ∞− يقبل مقاربا مائلا بجوار y x=−.  
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III .لتكن( )n nu
∈

 : المتتالية العددية المعرفة بما يلي 

( )
0

1

1
;nn

u
u f u n+

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=
= ∈

 

x*ليكن . 1    :لدينا  . ∋
 

( ) 1
01

1 1 01
10 11

1 1

x

x

x

x
x

xf x x xe
x xe

x e

x e
e

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⇔ =
−

⇔ − =
−

⇔ − =
−

⇔ = =
−

⇔ − =

æ_

 

                  ( )
2

ln 2

xe
f x x x

⇔ =
= ⇔ =

 

)     ولدينا  )0 1 0f = lnإذن  . ≠ 2x ) هو الحل الوحيد للمعادلة = )f x x= في .  

x ليكن -أ. 2  ):  ، لدينا ∋+ ) ( )
( )

( )
( )2 2

1

1 1

1
0

x x

xx g xf x
e e

e−
= =−′

− −

− −
≤ . 

) :       ولدينا  )* : 0x f x∀ ∈ fإذن  . ′′<    . + على زايدية ت′

):                إذن  ) ( ) ( ) 10 0 2x f x f f x≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥−′ ′ ′.  

) :        ومنه فإن  ): 01
2x f x+ ≤∀ ∈ ): إذن  . −′≥ ): 1

2
1
2x f x+∀ ∈ ≤− ≤′. 

)             :     فإن        وبالتالي ) 1: 2x f x+∀ ∈ ≤−′. 

f و +  قابلة للاشتقاق على f لدينا-  ب ⎤,0 متصلة على المجال ′ ⎡
⎦   التزايداتحسب مبرهنة  . ∞+⎣

): ينا ، لدالمنتهية        ) ( ) ( )( ); / ln 2 ln 2x c f x f f c x+ +∀ ∈ ∃ ∈ − =  محصور بين c حيث′−

       ln ): إذن  . x و2 ) ( ) ( )ln 2 ln 2f x f xf c− = ):  وبما أن . ′− ) 1
2f c ) و  ′≥ )ln 2 ln 2f = ، 

)                :     فإن          ): ln2 ln 21
2x f x x+∀ ∈ − ≤ − . 

nu ، لدينا ∋n        ليكن  )لأن ،  ∋+ ) 0,1f + +⎤ ⎤
⎦ ⎦= ): إذن  . ⊃ ) ln2 ln21

2n nf u u− ≤ −. 

:1                :               وبالتالي فإن  ln2 ln21
2 nnn u u+∀ ∈ − ≤ − 

)     :  نبين بالترجع أن -ب    ) 0
1* : ln 2 ln 22

n

nn u u⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − ≤ −.  
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)       العلاقة  0n صحيحة من أجل *( =. 

) ، نفترض أن العلاقة∋n       ليكن  1n ونبين أنها صحيحة من أجل n من أجل  صحيحة*( +.  

2:        لدينا  1
1ln 2 ln 2
2n nu u+ +− ≤ 0 و −

1ln 2 ln 22

n

nu u⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ≤ −.  

 

1:       إذن  0
1
2

1ln 2 ln 22

n

nu u+
⎛ ⎞

× ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ≤ : أي  . −
1

1 0
1ln 2 ln 22

n

nu u
+

+
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ≤ −. 

0               :         فإن       وبالتالي
1: ln2 ln22

n

nn u u
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − ≤ −. 

:  لدينا - جـ
1: ln2 1 ln22

n

nn u
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − ≤  و −
1 11 1 lim 02 2

n

n→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− < < ⇒ =. 

)     حسب مصاديق التقارب ، لدينا )n nu
∈

lim:    متتالية متقاربة نهايتها  ln 2nn
u

→+∞
=.  

IV.نعتبر Fبما يلي  الدالة العددية المعرفة على  : 

( )

( )

2
; 0

1
0 0

x
tx
tF x dt xe

F

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

= ≠
−

=

∫ 

x* ليكن -أ. 1   : ، إذن  تناقصية قطعا على f نعلم أن . ∋
                          

0x  إذا آان                : ، فإن <

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2

2

2 2 2

2
11

2

2

2

2

xx

x x x

x x x

x x
ee

F x

x t x

f x dt f t dt f x dt

x

F

x

x

f x f

f x f t f x

x

−−
⇒

≤ ≤ ⇒

⇒

⇒

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

∫ ∫ ∫
 

0xإذا آان              : ، فإن >

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2

2

2

2

2 2

2
11

2

2

x x x

x x x

xx

x t x f x f t f x

f x dt f t dt f x dt

xf x

x

F x xf

xF x ee

x

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

⇒ ≤ ≤

⇒ −

≤ ≤ −

−

⇒
−

≤− ≤
∫ ∫ ∫

 

                                                                             

):                                 وبالتالي فإن  )
2 2

2
* 2:

11 xx
x x

ee
x F x

−−
∀ ∈ ≤ ≤.  
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): لدينا   -  ب )*
2 2

2
2: 11 xx
x x

ee
x F x −−

∀ ∈ ≤ ≤.  

:        وبما أن 
( )

2

20 0
2

1 1

0 0
1 2

2lim lim
1 x

x
xx x

x
e e

x

x
e→ →

=
− +

= =
×−

  و 
2

0 0 1
0 0
1

lim lim1 xxx x
x

e
x

x
e→ →

=
−

= =
−

 

):        فإن  ) ( )0
00lim

x
F x F

→
=   .0 متصلة في Fوبالتالي فإن   ، =

):  لدينا -  جـ )*
2 2

2
2: 11 xx
x x

ee
x F x −−

∀ ∈ ≤ ≤ .  

  :إذن        
( ) ( )*

2:
0

0 1
2

1 xxx
F

x
F x x

e
x

e
∀ ∈

−
− −−

≤ ≤.  

:        وبما أن 
( )

20 0
2

1 1

2 1
1 2

2lim lim
1 x

x
xx x e e

x

x
e→ →

=
−

+
= =

×−
  و 

0 0
1

1
1 1
1

lim lim1 xxx x e
x

x
e→ →

=
−

= =
−

 

:        فإن 
( ) ( )

0

0
0 1lim

x

F
x

F x
→

−
−

) و 0 قابلة للاشتقاق  فيF ، ومنه فإن = )0 1F =′.  

        

x* ليكن -أ. 2   ، لدينا ∋
1

: t
tt ef
−

2x,دالة متصلة على المجال   x⎡ ⎤
⎣ 2 أو  ⎦ ,x x⎡ ⎤

⎣   حسب ⎦

2x, على المجالϕ،فهي تقبل دالة أصلية xإشارة        x⎡ ⎤
⎣ 2 أو⎦ ,x x⎡ ⎤

⎣ )، و⎦ ) ( )* :x x f xϕ∀ ∈ =′ .

)             :  إذن        ) ( ) ( ) ( )
22

2
1

xx
tx x
tF x dt t x xe ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤

⎣ ⎦= = = −
−∫.  

2x و ϕ       لدينا  xو * قابلتين للاشتقاق على * *: 2x x∀ ∈ ∈.  

x* لكل  و*ق  على  قابلة للاشتقاF  :إذن          :لدينا  ، ∋

         ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 42 2

1 11
2 2

x

x xx
x ex

e ee
F x x x x x f x f xϕ ϕ ϕ ϕ′

−′= = × − =
− +−

= − −′ ′ ′

                                                                                  ( ) ( ) ( )4
1

31 1x

x

xe
eF x f x f xe

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠+

−= −′ +
 

)           :                وبالتالي فإن  ) ( )* : 3
1
x

x
ex F x f xe

−∀ ∈ =′ +.  

 
⎤,  متصلة وتناقصية قطعا على المجالf نعلم أن-  ب ⎡⎦ ⎣+∞−∞.  

):        إذن  ) ( ) ( ), lim , lim 0,
x x

f f x f x
→+∞ →−∞

⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎤ ⎡⎦ ⎣ ⎦ ⎣⎥ ⎢⎦ ⎣
+∞ = =−∞ ) : ومنه فإن  .∞+ ): 0x f x∀ ∈ > 

)       وبما أن  ) ( )* 3:
1

x

x
ex F x f x

e
−′∀ ∈ =
+

) ، فإن إشارة )F x′هي إشارة * على ( )3 xe−.   

ln 33 0 3x x xe e =− = ⇔ = ⇔ 

⎡,ln3 تناقصية قطعا على المجالF:        إذن  ⎡
⎣ ⎤ln3,0 على آل من المجالين  وتزايدية قطعا∞+⎣ ⎤⎦   و ⎦

                ,0⎤ ⎡
⎦ ⎣−∞.                                                                                                

.النهاية                                 
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):     بما أن  )*
2 2

2
2: 11 xx
x x

ee
x F x −−

∀ ∈ ≤  و ≥
2

lim 1xx
x

e→−∞
=

−
0lim، لأن ∞− x

x
e

→−∞
= 

):     فإن  )lim
x

F x
→−∞

= :  وبما أن ∞−
2 2 2

2
1 011

2 1 1lim lim lim2 211
t

t txx t t

e

x t t
e ee→+∞ →+∞ →+∞

= =
−

=
−−

 ، 

2tحيث      x=،  لأن :

2
2

22

1
2

02 2lim lim lim lim uutt t u ut e
u

t t u
ee e

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 وذلك بوضع =
1
2

u t= ،   

:      و أن 
2 2 1

11
lim lim1 0

x

xx x x

e

x
e

x
e→+∞ →+∞

=
−−

):  ، فإن = )lim 0
x

F x
→+∞

= .  

 : آما يلي  على F     ومنه نستنتج جدول تغيرات الدالة

 

( ) ( )22ln3

ln3
3- ln(3) - log(9) log(3)
2

ln3 0,4385061927
1t di ditF dte = += ≈

−∫ 

:  حيث 
1

lnlog( )   
1-

x tdi x dt
t

=   هي الدالة الأصلية للدالة ∫
ln
1-

t
t

t 1 على والتي تنعدم في  

  )هذه الدالة خارج المقرر( 
     ( )FC0 معادلته ∞+ يقبل مقاربا أفقيا بجوارy =.  

)       لدينا  )lim
x

F x
→−∞

=  و لدينا ∞−
( )*

2
2: 11 xx

F x
x

x x
ee

x −−
∀ ∈ ≤ 2 و  ≥

2lim
1xx

x
e→−∞

= +∞
−

:   إذن       
( )lim

x

F x
x→−∞

= ) ومنه فإن ∞+ )FCاتجاهه محور الأراتيب∞− يقبل فرعا شلجميا بجوار . 

)نى    إنشاء المنح     )FC:  
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         تصحيح الامتحان الوطني الموحد           الثانية علوم رياضية   - القنيطرة -ثانوية محمد الخامس 
                               أ و ب      2007     الأستاذ محمد غريز                          لدورة يوليوز 

                     الاستدراآية                                                         
  

  التمرين الاول
]                - أ - 1     ]

[ ]
x a p

x b q

 ≡


=
 (S)   

p      لدينا  q 1∧ )         Bezoutإذن حسب       = ) 2
0 0 0 0u , v : pu qv 1∃ ∈ + = 

00  ليكن    -ب          0x bpu aqv= +      
]لدينا             ]0 0x aqv p≡  0          و بما أن 0pu qv 1+ ]     فان      = ]0qv 1 p≡   

]           اذن   ]0aqv a p≡           ومنه     [ ]0x a p≡)  1(  
00   لدينا           0x bpu aqv= ]       اذن + ]0x bp q≡  

0 و بما أن            0pu qv 1+ ]       فان  = ]0pu 1 q≡ اذن        [ ]0bpu b q≡  
]  و منه           ]0x b q≡)  2(  

  (S) حل للنظمة 0xنستنتج  أن ) 2(و )  1( من          
  (S) حلا للنظمة xليكن  - 2   

          لدينا      
[ ]
[ ]

x a p

x b q

 ≡


=
          و  

[ ]
[ ]

0

0

x a p

x b q

 ≡


=
   

]         اذن    ]0x x 0 q− ] و ≡ ]0x x 0 p− 02         أي        ≡

0

x x mp
(m,n) :

x x nq
− =

∃ ∈  − =
  

           0q x x q mp− p و بما أن      ⇒ q 1∧ Gauss  q     فانه حسب مبرهنة  = m   
1m         اذن           k q= 1( k )∃ ∈                           
0x        وبما أن      x mp− 0    فان    = 1x x k pq− 0x  يقسم العددpq اذن العدد     = x−  

0xدد   يقسم العpq عددا صحيحا نسبيا بحيث x ليكن - 3    x−  
]       لدينا  ]0x x 0 pq− )0       اذن     ≡ k ) : x x kpq∃ ∈ − =  

0x      اذن   x (kp)q (kq)p− = 0p          اذن  = x x−   0    وq x x−    أي       
[ ]
[ ]

0

0

x x p

x x q

 ≡


≡
  

]فان  )   S( حل للنظمة 0x      وبما أن  ]
[ ]

0

0

x a p

x b q

 ≡


≡
    اذن       

[ ]
[ ]

x a p

x b q

 ≡


≡
   (S) حل للنظمة x   اذن       

00 لدينا   - 4    0x bpu aqv=     (S)حل للنظمة   +
]  بحيث  x هي الأعداد النسبية (S)     اذن حلول النظمة  ]0x x pq≡  

 لدينا   - 5   
[ ]
[ ]

x 1 8

x 3 13

 ≡


≡
  

0 أوليان فيما بينهما         اذن        13 و 8      العددين   0(u , v ) (5, 3)∃ =  1=(3-)13+(5)8  بحيث     −
0لدينا         0 0x bpu aqv= 0x      أي       + (3 8 5) (1 13 ( 3)) 120 39= × × + × × − = −  

0x     اذن        (S)  حل للنظمة=81
]  بحيث  x هي الاعداد النسبية  (S)  و بالتالي مجموعة حلول النظمة        ]x 81 104≡     
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  التمرين الثاني
   n إلى 1 صندوقا مرقما من n  لدينا   . 3 عددا صحيحا طبيعيا فرديا أآبر من أو يساوي n    ليكن 

k (1   الصندوق رقم  k n)≤     آرة سوداءn-k بيضاء و k يحتوي على آرة ≥
}   منk الحدث الكرة المسحوبة بيضاء        لكل B  ليكن - 1    }1,2.............n  

   k  الحدث اختيار الصندوق رقم kE   نضع  
1   لدينا                 2 nE E .............. EΩ = ∪ k)       و       ∪ p)≠    k pE E∩ =∅  

                    1 2 np(B) p(B ) p(B (E E .................... E ))= ∩Ω = ∩ ∪ ∪ ∪      
                   1 2 np(B) p((B E ) (B E ) ..................... (B E ))= ∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩                                                    

                     1 2 np(B) p(B E ) (B E ) ....................... (B E )= ∩ + ∩ + + ∩   
    لدينا      

k

k
E

k

p(B E )
p (B)

p(E )
∩

      اذن   =
kk k Ep(B E ) p(E ) p (B)∩ = ×   

    اذن    
1 2 n1 E 2 E n Ep(B) p(E ) p (B) p(E ) p (B) .....................p(E ) p (B)= × + × + ×  

1    لدينا     2 n
1p(E ) p(E ) .........................p(E )
n

= = =   

     و     
kE

kp ( B )
n

  ) آرة بيضاء k يحتوي على kلان الصندوق رقم   ( =

1    اذن          1 2 n 1 n(n 1)p(B) ..............
n n n n n 2n

+ = + + + = × 
 

  

n)    و بالتالي          1)p(B)
2n
+

=  

   الصندوق يحمل رقما فرديا :  الحدث  I ليكن - 2   
2k) عدد الصناديق التي تحمل رقما فرديا هو  .   n=2k+1 فردي n       لدينا  1) 1 k 1

2
+ +

= +   

     اذن   
1
k 1
1
n

C k 1p(I)
nC

+ +
= n ن       وبما أ= 2k 1= n        فإن + 1k

2
−

       اذن  =
n 1 1

2p(I)
n

−
+

=   

n)   و بالتالي    1)p(I)
2n
+

= 

I : م من صندوق رقمه فردي هوت احتمال الحصول على آرة بيضاء علما أن السحب - 3  
p(B I)p (B)

p(I)
∩

=  

1     لدينا           3 5 nI E E E ..................E= ∪ ∪ ∪   
1                         اذن 3 5 np(B I) p(B (E E E ...............E ))∩ = ∩ ∪ ∪ ∪   

              1 3 np((B E ) (B E ) ....................... (B E ))= ∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩  
                  1 3 np(B E ) (B E ) ....................... (B E )= ∩ + ∩ + + ∩  

    اذن    
1 3 n1 E 3 E n Ep(B I) p(E ) p (B) p(E ) p (B) ........................... p(E ) p (B)∩ = × + × + + ×  

                              1 1 1 3 1 np(B I) ................................
n n n n n n

     ∩ = × + × + + ×     
     

  

                                                     ( )2
1p(B I) 1 3 5 ................. n

n
∩ = + + + +   

1        : يمكن أن نبين بالترجع أن     3 5 ........................ n 1 3 5 .................................... 2k 1+ + + + = + + + + +  
)لان                                   ( )n 2k 1= +          (( )

2
2 n 1k 1

2
+ = + =  

 
  

   اذن     
2

2
1 n 1p(B I)

2n
+ ∩ =  

 
)         اذن   )2

I 2

n 1 2np (B)
n 14n

+
= ×

+
Iو بالتالي     

n 1p (B)
2n
+

=    



 - 3 -

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

التمرين الثالث
}نعتبر المجموعة      }2 22(H) M(z) (P) / z z z 1= ∈ + − =     

z ليكن  - أ - 1  x iy= +   
                                              2 22M (H) z z z 1∈ ⇔ + − =                                                             

                              2 2 2 2 2 2x y 2ixy x y 2ixy x y 1⇔ − + + − − − − =            
                                                  (1)         2 2x 3y 1⇔ − = 

  (H) للمجموعة ة معادلة ديكارتي هي(1)    
   :  هي(H) بما أن معادلة المجموعة -   ب 

2 2

2 2
x y 1
1 1

3

− =
 
 
 

  O(0,0) هذلول مرآزه (H)        فان 

A وA(1,0)         و رأسيه '( 3y   ومقاربيه −(1,0 x
3

3y  و = x
3

= −         

                                 
) لتكن - 2    )M z و ( )M ' z نقطتان من  (H)  .    بحيثz x iy= z و + ' x ' iy '= +   

,z)             نضع    z ') zz ' zz ' zz 'ϕ = + −      
zz       لدينا    ' (xx ' yy ') i(x ' y xy ')= + + zz        و     − ' (xx ' yy') i(xy' x 'y)= + + −  
'zz         و    (xx' yy') i(xy' x 'y)= − − ,z)          اذن    + z ') (xx ' 3yy ') i(xy ' x ' y)ϕ = + + +  
2                    لدينا  2 2 2 2 2 2 2 2 2(xx ' 3yy ') 3(xy ' x ' y) x x ' 9y y ' 3x y ' 3x ' y+ − + = + − −  

M   وM(z)   بما أن     '(z 2 فان    (H)        نقطتان من  (' 2x ' 3y ' 1− 2  و = 2x 3y 1− =  
)       اذن   )( )2 2 2 2x 3y x ' 3y ' 1− − 2      أي  = 2 2 2 2 2 2 2x x ' 9y y' 3x y' 3x ' y 1+ − − =   

)M       و بالتالي     (z, z ')) (H)ϕ ∈  
(z,1) لدينا      -  ب  z 1 z 1 z 1 zϕ = × + × − × 2     و لدينا = 22z z z= + − (z, z) z z z z z zϕ = × + × − ×  

M(z)   ن   وبما أ (H)∈   2       فان 22z z z 1+ − ,z)       و منه   = z) 1ϕ = 
M(z)*M(z  (H) من  M(z')و  M(z) حيث لكل * الداخلي  بقانون الترآيب(H)   نزود - 3   ') M( (z, z '))= ϕ

  M(z") و M(z')و  M(z)      لكل 
M(z)*(M(z                              لدينا                                   ')* M(z")) M(z)*M( (z ', z ''))= ϕ  

                              M(z)*M(z'z'' z'z" z'z") M( (z,z'z" z'z" z'z"))= + − = ϕ + −  
        M(z(z'z" z'z" z'z") z(z'z" z'z" z'z") zz'z" zz'z" zz'z")= + − + + − − − +         

)                             1      (M(zz 'z" zz 'z" zz 'z" zz 'z '' zz 'z")= + − − +  
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                                                                (M(z)*M(z '))*M(z") M(zz ' zz ' zz ')*M(z")= + −      
                                                                               M( (zz ' zz ' zz ', z"))= ϕ + −    

                           M(zz 'z" zz"z" zz 'z '' zz 'z" zz 'z" zz 'z" zz 'z" zz 'z '' zz 'z")= + − + + − − − +  
                               )2                    (M(zz 'z" zz 'z" zz 'z" zz 'z" zz 'z '')= + − − +         
M(z)*(M(zنستنتج أن   ) 2(و ) 1(    من ')*M(z '')) (M(z)*M(z '))*M(z '')=    

  تجميعي*   اذن  القانون 
M(z)*M(z  لدينا        ') M( (z,z ')) M(zz ' zz ' zz ')= ϕ = + −     

M(z  و               ')*M(z) M( (z ', z)) M(z 'z z 'z zz ')= ϕ = + −    
M(z)*M(z    اذن                                 ') M(z ')*M(z)=  لكل     M(z) و M(z   (H) من('

  تبادلي*     اذن القانون 
)M    لدينا          (z,1)) M(z)ϕ M(z)*M(1)           أي   = M(z)= لكل    M(z)من  (H)   

  * و العنصر المحايد للقانون  هM(1)   اذن     
)M    لدينا         (z, z)) M(1)ϕ M(z)*M(z)            اذن  = M(1)=   

     زمرة تبادلية(*,(H))و بالتالي     M(z)   هو  (H)  يقبل مماثلا في (H) من M(z)   اذن آل عنصر 
  

  التمرين الرابع  
                               2a b b

F M(a,b) /(a, b)
5b a 3b

 + −  = = ∈  −   
  

I          نضع  M(1,0)=     و  J M(0,1)=      وO M(0,0)=     
2F   - أ - 1      M ( Fو       ⊃( ≠ O   لان  ∅ F∈  

F           M(a,b)    من M(c,d)   و  M(a,b)       لكل    M(c,d) M(a c,b d) F− = − − ∈  
,F)      اذن   M)2لية   زمرة جزئية من الزمرة التباد+( (R), ,F)       اذن  +(     زمرة تبادلية+(

                            .M .(aI bJ) ( a)I ( b)Jλ = λ + = λ + λ            ( )∀λ∈R        M(a,b) F∀ ∈  
M.   اذن      Fλ   . جزء مستقر بالنسبة للقانون الخارجي F         اذن   ∋

2F     بما أن   M ( M)2      و ⊃( ( ), ,.)+R فضاء متجهي حقيقي فان الخاصيات الأربع تبقى متحققة     
                     .(M M ') .M .M 'α + = α +α             ( )∀α∈R          2(M,M ') F∀ ∈    

                       ( ).M .M Mα +β = α +β              2( , )∀ α β ∈R              M F∀ ∈  
                            ( ).M .( .M)αβ = α β  

                                  1.M M=                              M F∀ ∈    
,F)     اذن         فضاء متجهي حقيقي  +(.,
M(a,b)  لدينا    -         ب  aI bJ= +     ( M F)∀ ,I)      اذن الأسرة ∋ J)  مولدة للفضاء المتجهي الحقيقيF  

                             0 0
5 3 0 0
α +β −β   

⇒ =   β α − β   
       0 0

I J
0 0
 

α +β =  
 

         2( , )∀ α β ∈   

                                                0
0

α =
⇒ β =

     

,I)     اذن الأسرة  J)    ومنه الأسرة           حرة  (I, J) أساس للفضاء المتجهي F  
,I) س   عدد عناصر الأسا   J) اذن  2 هو         dim F 2=  

    عددا عقديا لا ينتمي إلى α ليكن - 2   
1     نضع    1x iyα = *           حيث   +

1 1(x , y )∈ ×   
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,x) يوجد زوج وحيد   منz   لكل  y) بحيث 2 من  z x iy= +  
)   هل يوجد زوج وحيد  , )β γ بحيث 2 من z = β+ γα؟   

                                                        1 1x iy x i y+ = β+ γ + γ     ⇔       1 1x iy (x iy )+ = β + γ +  

                               1

1

1

y
y
x

y x
y

γ =⇔ 
β+ =


           1

1

x x
y y
β+ γ =
γ =

      ⇔  

                                                            

1

1

1

x
x y

y
y
y

β = −


γ =


       ⇔  

)  يوجد زوج وحيد منz  لكل     , )β γ  بحيث  2من    z .1 .= β + γ α  
,1)   :      و بالتالي )α أساس للفضاء المتجهي  ( , ,.)+    

    3 -                         : Fψ →    
               z (z) M(a, b)→ψ z  حيث   من  z          لكل عنصر = a b= + α   2(a, b)∈   

1  لدينا -      أ  1
J

5 3
− 

=  − 
2     اذن     4 2

J
10 4
− 

=  − 
   

2          و لدينا        1
I J

5 2
− 

+ =  − 
2J  اذن            2(I J)= − +  

)             لدينا    ) (0 1)ψ α = ψ +α    اذن        ( ) M(0,1) Jψ α = =  
z ليكن  -     ب  a b= + α  و  z ' a ' b '= + α عنصران من    

z.z)         لدينا         ') ((a b)(a ' b '))ψ = ψ + α + α    
                   2(aa ' (ab ' a 'b) bb ')= ψ + + α +α   

(z)       ولدينا                                                 (z ') M(a,b) M(a ', b ')ψ ×ψ = ×   
                                                             (aI bJ) (a ' I b 'J)= + × +  

               2aa ' I (ab ' a 'b)J bb 'J aa ' I (ab ' a 'b)J bb '( 2I 2J)= + + + = + + + − −  
                                                (aa ' 2bb ')I (ab ' a 'b 2bb ')J= − + + −  

                                                   M(aa ' 2bb ',ab ' a 'b 2bb ')= − + −  
                                            ((aa ' 2bb ') (ab ' a 'b 2bb '))= ψ − +α + −  
2aa :  تشاآلا تقابليا يجب أن يكونψ    لكي يكون  ' (ab ' a 'b) bb ' (aa ' 2bb ') (ab ' a 'b 2bb ')+ + α +α = − +α + −  

2bb   اذن      ' 2bb ' 2 bb 'α = − − α    2      أي 2 2 0α + α + =  
' لدينا                1 2 1∆ = − = 1          اذن    − iα = − 1    أو+ iα = − − 
1 نأخذ - 4    iα = − +  

)                   لدينا  ) Jψ α 2007                 و               =

رة2007 م

( ) ( . ................ )ψ α = ψ αα α  

) تشاآل منψلان (    اذن    , ,F) نحو ×( )×  ( 2007( ) ( ). ( )................... ( )ψ α = ψ α ψ α ψ α  
2007    اذن   2007( ) Jψ α =   

                                      لدينا  Moivre   حسب صيغة 
2007 2007 2007 20073 3 3 3( 1 i) ( 2(cos isin )) ( 2) (cos .2007 isin .2007)

4 4 4 4
π π π π

α = − + = + = +   

           اذن     
1004 1004

2007 2007 2007 2 2 2 2( 2) ( cos i sin ) ( 2) ( i ) i
4 4 2 2 2 2
π π −

α = − − = − − = −                                
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2007              اذن   1003 1003 1003 1003 1004 10032 i2 2 (1 i) 2 ( 1 i 2) 2 2 ( 1 i)α = − − = − + = − − + + = − − − +                                   
                                                                          2007 1004 10032 ( 2 )α = − + α −  

(z)    نعلم أن     M(a,b)ψ a)     أي    = b) M(a,b)ψ +α =    
                                  2007 2007 1004 1003 2007( ) J ( 2 ( 2 )) Jψ α = ⇔ ψ − +α − =  

                                           1004 1003 2007M( 2 , 2 ) J⇔ − − =  
                                         2007 1004 1003J 2 I 2 J⇔ = − −  

  
  التمرين الخامس

I  ( 1 -      xg(x) 1 x e−= + −   
xg   -  أ         '(x) 1 x e 0−= + −       ( x )∀      تزايدية قطعا على   g     اذن ∋

x      -        ب 

x x
lim g(x) lim 1 x e−
→−∞ →−∞

= + −   

               xx

1lim 1 x(1 )
xe→−∞

= + −  

             ( )( ( ))= −∞ − −∞ = −∞     
                   x

x x
lim g(x) lim 1 x e−
→+∞ →+∞

= + −   

                                 = +∞  
         

+∞                                      0                                     −∞          x 
+                                                   g’(x)      

+∞  
                                           0  

                                                                                  −∞ 

       
g(x)         

  
 و  متصلة و تزايدية قطعا على   g  -      ج 

x
lim g(x)
→−∞

=  و  ∞−
x
lim g(x)
→+∞

=     نحو   تقابل من g  اذن ∞+
g(0)          و بما أن 0x  فان =0 g(x) هو الحل الوحيد للمعادلة =0 0=   

x لدينا  - 2     
1f (x)

1 x e−
=

+ −
  

 -       أ 
x

1lim f (x) 0
→−∞

= =
−∞

  و  
x

1lim f (x) 0
→+∞

= =
+∞

  

          x xx 0 x 0 x 0
x 0 x 0 x 0

x

1 1lim f (x) lim lim
1 x e e 1 x

e

−→ → →
= = = +∞

+ − −
+

xx و     0 x 0
x 0 x 0

1lim f (x) lim
e 1 x

x
→ →

= = −∞
−

+≺ ≺

  

) لدينا   -      ب  x )∀ ∈    
x

x 2 2
(1 x e ) ' g '(x)f '(x)

(1 x e ) g (x)

−

−

− + − −
= =

+ −
     

g بما أن  -      ج  '(x) f     فان  0 '(x) 0≺  
+∞                                      0                                    −∞          x 

                   -                                           -                            f’(x)      
                                     +∞                                         0 

     
0                                           −∞                                     

       
f(x)         
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               -  د 

                            
  *  من n ليكن -  أ - 3

h(x)    لتكن          f (x) n=    لدينا           −
x x
lim h(x) lim f (x) n n
→+∞ →+∞

= − =   و  −
x 0
lim h(x) n
→ +

= +∞ − = +∞    
               h '(x) f '(x) 0= ≺     *( x )+∀     +*ناقصية قطعا على    تhاذن .      ∋

[   تقابل من hفان        +*  بما أن متصلة و تناقصية قطعا على        [ نحو ∞+,0] [n,− +∞   
[ منnx   اذن يوجد عدد حقيقي وحيد      nh(x   بحيث ∞+,0] ) 0=       

f اذن المعادلة        (x) n=تقبل حلا وحيدا nxفي المجال ] [0,+∞    
nf لدينا  -    ب  (x ) n= و n 1f (x ) n 1+ = n   اذن   + 1 nf (x ) f (x )+   

[ تناقصية قطعا على  f      وبما أن  n     فان  ∞+,0] 1 nx x+ n(x    اذن  المتتالية ≻     تناقصية (
[      لدينا  [nx 0,∈ n(xن       اذ∞+    0  مصغورة بالعدد (

n(x     و بما أن  n(x      فان 0  تناقصية و مصغورة بالعدد (     متقاربة (
nn لتكن   -   ج 

lim x
→∞

=   

                    
n

n x
n

1f (x ) n n
1 x e−

= ⇔ =
+ −

   

  
                   nx

n
11 x e
n

−⇔ + − =  

                   1 e 0−⇔ + − =  nx
nn n

1lim (1 x e ) lim
n

−

→+∞ →+∞
+ − =  

                       1 e−⇔ + =        
  0      نفترض أن   

1      اذن    −0  و  +1 e       أي ≻ 1− 1      اذن  ≻ e و +1 1−        غير ممكن  ≻
nn       و بالتالي =0       اذن  

lim x 0
→+∞

=   

II  ( 1 - أ -   x
1f (x) 1 1

1 x e−
= ⇔ =

+ −
  

                   x1 x e 1−⇔ + − =  
                            xe x−⇔ =  

f  المعادلة  - أ - 3س  حسب -      ب  (x) 1x    تقبل حلا وحيدا=1 0α =    
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1    لنبين أن  1
e
≤ α ≤  

u(x)     لتكن  f (x) 1= 1  متصلة على  u  لدينا       − ,1
e
 
  

u  و   '(x) f '(x) 1   تناقصية قطعا u     اذن =0 ,1
e
 
  

  

1u(1)       لدينا  u( ) 0
e

× xe    اذن حسب مبرهنة القيم الوسطية المعادلة ≻ x− 1  تقبل حلا وحيدا = 1
e

α≺ ≺  
1y لدينا   - أ - 2   ny  و  =1

n 1y e−+ =  
n      من أجل   1y لدينا  =1 1    اذن =1

1 y 1
e
≤ ≤   

n     نفترض أن  
1 y 1
e
≤ n  و نبين أن  ≥ 1

1 y 1
e +≤ ≤  

n     لدينا 
1 y 1
e
≤ n    اذن   ≥

11 y
e

− ≤ − ≤ n1      أي − y 0− ≤ − ≤  

ny1e    اذن    e 1−− ≤ n      أي   ≥ 1
1 y 1
e +≤ ≤   

n    و بالتالي  
1 y 1
e
≤ ≤          ( )*n∀ ∈  

xf  لتكن  -   ب  (x) e−=        f رفاه طلوق الذي لمغا  متصلة على المجالα و  ny   
  ny  و α      و قابلة للاشتقاق على المجال المفتوح الذي طرفاه 

   ny وαن  محصور بيc     اذن  حسب مبرهنة التزايدات المنتهية  يوجد عدد حقيقي 
n     بحيث  nf (y ) f ( ) f '(c) y− α = −α       اذن    n 1 ny f '(c) y+ −α = −α   
xf     لدينا    '(x) e−= cf    اذن  − '(c) e−= cf    أي  − '(c) e−=  

nc لدينا         yα ≺ ny    اذن  ≻ c− − −α≺ ≺   
1     و بما أن  1

e
α≺ 11   فان ≻

e
− −α −≺ ≺   

     اذن   
1

c e0 e e e
−− −α≺ ≺ ≺   

     و بالتالي   
1
e

n 1 ny e y
−

+ − α ≤ −α      *( n )∀ ∈   
 لدينا      -   ج 

1
e

2 1y e y
−

−α ≤ −α   
                    

1
e

3 2y e y
−

−α ≤ −α  
........                              

                  
1
e

n n 1y e y
−

−−α ≤ −α  

      اذن     
1

n 1e
n 1y (e ) y

− −−α ≤ −α   و منه    
n 1

n 11
e

1y y

e

−
 
 −α ≤ −α 
 
 

  

     بما أن   
n 1

1n
e

1lim 0

e

−

→+∞

 
  = 
 
 

n(y   فان  nnو     متقاربة(
lim y
→+∞

= α 

  ( III لتكن  F  بما يلي+ الدالة المعرفة على  :   

2x

x

F(x) f (t)dt, x 0

1F(0) ln 2
2


 =




=


∫
  

t لدينا - أ - 1    t      اذن 0 0− te     أي  ≻ 1− tt       اذن  ≻ e 1 t−+ tt      أي   ≻+ 1 t e−+ −≺  
t       اذن   

1 1
t1 t e−+ −

1f      أي  ≻ (t)
t

≺    (1)    
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te لدينا     0−− t1     اذن  ≻ t e 1 t−+ − t     إذن  ≻+
1 1

1 t 1 t e−+ + −
1      أي   ≻ f (t)

1 t+
≺  (2)  

1  نستنتج أن  (2) و (1) من    1f (t)
1 t t

≤ ≤
+

       ( t 0)∀  

1 لدينا -  ب  1f (t)
1 t t

≤ ≤
+

      

      اذن  
2x 2x x

x x x

1 1dt f (t)dt dt
1 t t

≤ ≤
+∫ ∫ ∫      ( )x 0  

ln(1      اذن    2x) ln(1 x) F(x) ln(2x) ln(x)+ − + ≤ ≤ −  
1      اذن   2x 2xln( ) F(x) ln( ) ln(2)

1 x x
+

≤ ≤ =
+

   

      و بما أن   
x

1 2xlim ln( ) ln 2
1 x→+∞

+
=

+
     فان   

x
lim F(x) ln 2
→+∞

=  

 لنبين أن - أ - 2  
2

t t1 t e 1 t
2

−− ≤ ≤ − +     ( t 0)∀ ≥  
u(t)      لتكن   1 t= tv(t)  و  − e−=   

     u  و v  دالتان  قابلتان للاشتقاق على  [ u(0)    و ∞+,0] v(0) و =1 1=  
       tv '(t) e−= u  و   − '(t) 1= −     [ [t 0,∀ ∈ +∞  

t       لدينا t    اذن   ≤0 0− te      أي  ≥ 1− t1    اي    ≥ e−− ≤ u    أي      − '(t) v '(t)≤       
u(t)     اذن   v(t)≤   لكل    (t 0)≥   (1)   

 لتكن      
2tw(t) 1 t
2

= − w(0)نا        لدي+ u(0) و =1 1=   
      w '(t) 1 t= − +       [ [t 0,∀ ∈ +∞   

u(t)     بما أن  v(t)≤ فان               t1 t e−− te            أي ≥ 1 t−− ≤ − +       
v    اذن   '(t) w '(t)≤   

v(t)     و منه   w(t)≤      لكل( )t 0≥     (2)     
u(t) نستنتج أن  )2 ( و    )1 ( من      v(t) w(t)≤ ≤  

    و بالتالي 
2

t t1 t e 1 t
2

−− ≤ ≤ − +      ( t 0)∀ ≥  
t1 لدينا  - ب    t e−− t    لكل ≥ 0≥  

t1    اذن   e t−− t1          أي ≥ t e 2t−+ − t          اي  ≥
1 1
2t 1 t e−

≤
+ −

   

1   اذن   f (t)
2t

≤  (1)     

t        لدينا      
1 1 1 1 1 1 1( ) f (t) ( )
2 t 4 t 2 t 4 t 1 t e−

+ − = + −
− − + −

  

                         
2 t

t
2 2t t 2e
t(4 t)(1 t e )

−

−

− + −
=

− + −
   

    بما أن 
2

t te 1 t
2

− ≤ − 2        فان + t2 2t t 2e 0−− + − ≥     
f   و بما أن  (t) t)             لكل 0 t1            فان (0 t e 0−+ −     
t(4   و لدينا   t) 0           لان  −0 t 4≺ ≺   

1   اذن    1 1f (t) ( )
2 t 4 t

≤ +
−

   (2)  

1  نستنتج أن  (2)  و (1)   من   1 1 1f (t) ( )
2t 2 t 4 t

≤ ≤ +
−

[ من  t   لكل  [0,4  
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1 لدينا   -ج    1 1 1f (t) ( )
2t 2 t 4 t

≤ ≤ +
−

    

    اذن  
2x 2x 2x

x x x

1 1 1 1dt f (t)dt ( )dt
2t 2 t 4 t

≤ ≤ +
−∫ ∫ ]              أي   ∫ ] [ ]2x 2x

x x
1 1ln t F(x) lnt ln(4 t)
2 2

≤ ≤ − −  

ln    أي    2 ln 2 1 4 2xF(x) ln( )
2 2 2 4 x

−
≤ ≤ −

−
     

    و بما أن 
x 0

4 2xlim ln ln1 0
4 x→

−  = = − 
    فان   

x 0

ln 2lim F(x) F(0)
2→

= =  

0x   متصلة في F  اذن    0=  
  لدينا  - أ - 3   

2x

x

F(x) f (t)dt= ∫  

    f   متصلة على  [ ]x,2x  اذن        f تقبل دالة أصلية ϕ  على [ ]x, 2x   بحيثϕ قابلة للاشتقاق على 
[ ]x, 2x   (x 0)  
(x)'    و   f (x)ϕ =   

]   لدينا  ]2x
xF(x) (t) (2x) (x)= ϕ = ϕ −ϕ  

x   الدالة  (x)→ϕ قابلة للاشتقاق على [ ]x,2x   
xالدالة     (2x)→ϕ قابلة للاشتقاق على [ ]x,2xلأنها مرآب دالتين قابلتين للاشتقاق   
]  قابلة للاشتقاق على F  اذن   ]x,2x حيث   (x 0)  
  +*  قابلة للاشتقاق على F  اذن  

                       F '(x) '(2x).2 '(x) 2f (2x) f (x)= ϕ −ϕ = −      ( )*x +∀ ∈    

                                2x x
2 1F'(x)

1 2x e 1 x e− −
= −

+ − + −
  

                             
2x xx 2x

2x

2 11 e 2e 1e e
g(x).g(2x) e .g(x).g(2x)

− +
− +

= =  

                                              
x 2

2x
(e 1)F '(x)

e .g(x).g(2x)
−

=  

x لدينا  -  ب  2(e 1) 0− g(x)  و  ≤ g(2x)  و  0   +*  من  x   لكل 0
  +*  تزايدية قطعا على  F      اذن 



 
 

SUJET DE BACCALAURÉAT (MAROC , Juin 2006) 

EPREUVE DE MATHEMATIQUES, FILIERE SCIENCES MATH 
La durée de l’épreuve est de 4 heures, coefficient 10 et l’usage des calculatrices NON programmables 
est autorisé. 

 

Exercice 1 (3,5 Points) 
 

On note G  l’ensemble des matrices de ( )2M  s’écrivant sous la forme , avec 

. 

( , )
1 0

a bM
a b
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

⎟

)
*( , )a b ∈ ×

On rappelle que  est un anneau unitaire. ( )( 2 , ,M + ×

Partie I 
1. Montrer que G  est une partie stable de ( )( )2 ,M × . 

2. Montrer que (  est un groupe. Ce groupe est-il commutatif ? ),G ×

3. Soit H  l’ensemble des matrices  de G  telles que ( , )a bM *( , )a b +∈ × . 

Montrer que  est un sous groupe de H ( ),G × . 

4. Soit A  un élément de  tel que , G
1 0
1

A
a
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

a∈ . 

On pose ,  et 1A A= 2A A= × A A1n nA A+ = ×  pour tout entier naturel non nul . n
Donner l’expression de  en fonction de  et de . nA a n

Partie II 
Pour tout  et ( , )a b ( , )x y  dans , on définit la loi de composition interne T  par : *×
 
( , ) ( , ) ( , )a b T x y a bx by= +  
 

Soit ϕ  l’application définie de G  vers *×  par : *( , )a b∀ ∈ × , on a ( )( , ) ( , )a bM a bϕ = . 

 

1. Montrer que ϕ  est un morphisme bijectif de ( ),G ×  vers ( )* , T× . 

2. En déduire la structure algébrique de ( )* , T× . 

 
1



 
 

3. Pour tout réel  et pour tout entier naturel , déterminer le symétrique de 

 dans 

a 2n ≥

n fois

( ,1) ( ,1) ............( ,1)a T a T a T ( )* , T× . 

 

EXERCICE 2 (2,5 Points) 
 

On considère dans  l’équation *× * 2)2 2( ) (x x y y x y+ = − , on note (E) cette équation. 
 
1. Soit le couple ( , )x y  une solution de (E). 

On pose , ( , )d PGCD x y= x ad=  et y bd= . 

a. Vérifier que . 2 2( ) ( )d b a b a b a− = + 2

)
b. En déduire que . 1b =
c. Montrer que  et que 1a ≠ ( 1a −  divise ( 1)a + . 

d. En déduire que  ou 2a = 3a = . 

2. Résoudre dans  l’équation (E). *× *

 

EXERCICE 3 (5 Points) 
 

Pour tout nombre complexe , on pose . z 2( ) (2 6 )P z z i z= − +

Partie I 
Dans le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé ( )1 2, ,O e e , on considère l’ensemble des 

points M  d’affixe  tels que  est imaginaire pur. On note  cet ensemble. z ( )P z (H )

0
 

1. Montrer que  est une équation cartésienne de ( ) . 2 2 2 6x y x y− − + = H
2. Montrer que (  est une hyperbole puis déterminer son centre, ses sommets ainsi que deux 

équations de ses asymptotes dans le repère 

)H

( )1 2, ,O e e . 

3. Vérifier que le point  (Origine du repère) est un point de  puis donner une équation 

cartésienne de la tangente à  au point  dans le repère 

O ( )H

( )H O ( )1 2, ,O e e . 

4. Tracer (  dans le repère . )H ( )1 2, ,O e e

Partie II 
1. Résoudre dans  l’équation ( ) 4 6P z i= − . 

2. On pose , , , 1 5u i= + 1v i= + 239w i= −
1arctan
5

α ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 et 
1arctan
239

β ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
2



 
 

a. Vérifier que . 4 4u v× = w
b. Exprimer un argument de u  en fonction de α  et un argument de  en fonction de w β . 

c. En déduire que 
1 14arctan arctan
5 239 4

π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

EXERCICE 4 (9 Points) 
 

Partie I 
Dans cette partie,  est un entier naturel supérieur ou égal à 3 n
On considère la fonction  définie sur ng

*
+  par ( ) 2 ln( )ng x n x x= + . 

 
1. Dresser le tableau de variations de . ng

2. Montrer que pour tout , on a *x +∈ ln( )x x> . 
3.  

a. Montrer que l’équation ( ) 0ng x =  admet dans *
+  une unique solution notée nα , puis 

montrer que 
1 1

nn n
α< < . 

b. En déduire que lim 0n
n

α
→ + ∞

= . 

Partie II 
I. Soit f  la fonction définie sur [ [0 , +∞  par 3( ) xf x x e−= . 

On note  sa représentation graphique dans un repère orthonormé fC ( ), ,O i j . 

On prend 3i j= =  cm. 

 
1. Etudier la dérivabilité de f  à droite de zéro puis donner une interprétation géométrique de ce 

résultat. 
2. Calculer lim ( )

x
f x

→+∞
 puis donner une interprétation géométrique de ce résultat. 

3.  

a. Montrer que pour tout réel x  appartenant à ] [0 , +∞ , ' 1 3( ) ( )
3
xf x f
x

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x . 

b. Dresser le tableau de variations de f . 

4. Tracer . On prendra fC
1 0,5
3

f ⎛ ⎞ ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

II. On pose 
1 , 1
3

I ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
. 
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1.  
a. Montrer que ( )f I I⊂ . 

b. A l’aide de la question 3.a de la Partie II, montrer que ' 2, ( )
3

x I f x∀ ∈ ≤ . 

c. Montrer que 3 ( 0 et ( ) )x x f xα⎡ = ⇔ > =⎣ x ⎤⎦ , où 3α  est la solution de l’équation 

 (Cf. Partie I). 3( ) 0g x =

2. Soit ( )  la suite définie par 
0n n

u
≥ 0

1
3

u =  et pour entier naturel ,  . n 1 ( )n nu f u+ =

a. Montrer que pour entier naturel , n nu I∈ . 

b. Montrer que pour entier naturel , n 1 3 3
2
3n nu uα α+ − ≤ − . 

c. En déduire que pour entier naturel , n
1

3
2
3

n

nu α
+

⎛ ⎞− ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

d. Montrer que la suite  est convergente et donner sa limite. ( ) 0n n
u

≥

Partie III 

Soit  la fonction définie sur [F [0 , +∞  par 
8

( ) ( )
x

x
F x f t dt= ∫ . 

1.  

a. Montrer que F  est dérivable sur [ [0 , +∞ . 

b. Donner l’expression de  pour tout '( )F x x  appartenant à [ [0 , +∞  et en déduire le sens 

de variations de . F
2.  

a. Montrer que pour tout x  appartenant à [ [0 , +∞ , on a ( )70 ( ) 2 ( ) 1 xF x f x e−≤ ≤ − . 

b. En déduire la valeur de . lim ( )
x

F x
→+∞

c. Dresser le tableau de variations de . F
 
 
 
 
 
 

FIN DU SUJET 
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א אא
א:
אא: מ
א 2006:א

 يت الحسينمحمد أ: إنجاز 
 فاس: أستاذ بثانوية مولاي رشيد 

 
Þëþa@åí‹ànÛa@

א :א
a,a)4لدينا لكل) 1 ',b,b')∈بحيث  b 'b  و≠0 0≠:  

                        (a,b) (a ',b')

1 0 1 0
M M

a b a ' b'

     × = ×         
  

      (a ba ',bb')

1 0
M

a ba ' bb' +

 = =   + 
    

     
'bb:بما أن  a):  فإن   ≠0 ba ',bb')M G+   مستقرة  قي G: ومنه ∋

( )2( ),×M 
 

1 المصفوفة) 2 0
I

0 1

 =    
I(0,1): تحقق  M=. إذنI هو العنصر  

,G) المحايد ل )×.  
b  بحيث∋(a,b)2 ليكن ):لدينا  . ≠0 )(a,b)det M b 0= ≠ 

) تقبل مقلوبا في M(a,b): إذن  )2( ),×M وهو : 

      ( ) 1(a,b)

b 01
M

a 1b

−  =   − 
 

) : نلاحظ أن  ) 1(a,b) a 1
,
b b

M M G
−

 −   

= ∈  

)2 تجميعي في × )Mإذن في Gبالأحرى . 
,G):من كل ما سبق نستنتج أن   . زمرة×(

a,a)3  حسب ما سبق أعلاه لدينا لكل ',b)∈بحيث  b 0≠    :  
(a,b) (a ',b) (a ',b) (a,b)M M M M× = :   إذا وفقط إذا ×

a ba ' a ' ba+ =  :  إذا وفقط إذا +
  (a a ')(1 b) 0− − b:   أي = a أو =1 a '=. 

a,a)3يكفي إذن أن نختار   ',b)∈  بحيث  : 
b a و ≠1 a  :  لكي تكون ≠'

    (a,b) (a ',b) (a ',b) (a,b)M M M M× ≠ × 
a,a):مثلا  ',b) (0,1, 1)=  :  نجد −

  (0, 1) (1, 1) ( 1, 1)M M M− − − −× = 
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,1)و   1) (0, 1) (1, 1)M M M− − −× = 
,G)إذن الزمرة  . ليست تبادلية×(

 
3 (H G⊂و H≠∅ (0,1):   لأنM H∈. 
 :  لدينا ∋('b,b)2كل ل

b' 0 ) bb' 0> ⇒ b)  و < 0> 
,G) مستقرة قي Hإذن  )×. 

b : 1و لدينا لكل عدد حقيقي 
b 0 0

b
> ⇒ > 

 : إذن 
1

(a,b) (a,b) a 1
,
b b

M H (M ) M H−
 −   

∈ ⇒ = ∈ 

,G)   زمرة جزئية للزمرةHومنه.   مستقرة بالمقلوبHإذن )×.  
 

2: لدينا ) 4 1 0 1 0 1 0
A

a 1 a 1 2a 1

         = × =                 
 

n: لنبين بالترجع أن  1 0
P(n) : A

na 1

 =    
 

 .صحيحة  P(1)لدينا
 :إذن  .P(n)نفترض أن

        1 0

(n 1)a 1

 =    + 
n 1 n 1 0 1 0

A A A
na 1 a 1

+      = × = ×         
 

   

):  ومنه  )* n 1 0
n A

na 1

 ∀ ∈ =    
 

 
א :א

1(ϕ معرف لأن  : 
2 *2

(a,b) (a ',b')( (a,a ',b,b') ) M M (a,b) (a ',b')∀ ∈ × = ⇒ = 
ϕ شمولي لأن  :(a,b) يقبل (a,b)Mسابقا له . 

 ϕ  تبايني لأن: 
(a,b) (a ',b')

(a,b) (a ',b')

(M ) (M ) (a,b) (a 'b')

M M

ϕ = ϕ ⇒ =
⇒ =

 

 .  تقابل ϕ إذن
 ϕ  2لكل :  تشاكل لأن *2(a,a ',b,b')∈ × 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

(a,b) (a ',b') (a ba ',bb')

(a,b) (a ',b')

M M M

(a ba ',bb') (a,b)T(a ',b')

M T M

+ϕ × = ϕ

= + =

= ϕ ϕ
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2(( )*,T× زمرة غير تبادلية لأنها صورة زمرة غير تبادلية  
 .بتشاكل تقابلي

):العنصر المحايد لهذه الزمرة هو : ملاحظة  )(0,1)M (0,1)ϕ = 
  : هو (a,b)ومماثل

      ( )( )1(a,b) a 1
,
b b

a 1
(a,b)' M M ,

b b

−

 −   

     = ϕ = ϕ = −       
 

3( 
 

( ) ( ) ( )( )(a,1) (a,1)(a,1)T...T(a,1) ' M T...T M '= ϕ ϕ 

   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )'' n

(a,1) (a,1) (a,1)M ... M M= ϕ × × = ϕ 

                             ( )( ) ( )( )' 1

(na,1) (na,1)M M
−

= ϕ = ϕ     

                                         ( )( )na,1M ( na,1)−= ϕ = − 

):  ملخص  )(a,1)T...T(a,1) ' ( na,1)= − 
 

@ïãbrÛa@åí‹ànÛaZ@
 
 :بالتعويض المباشر نجد ) أ) 1

 2 2 2 2 2a d (ad bd) b d (ad bd)+ = − 
d: وبما أن   :  فإن ≠0

    
2 2 2a (a b) b d(a b)+ = − 

       ).3dاختزلنا ب (     
 
2b|(a)  : سب  أ حلدينا) ب b)a+ و بما أن  :d x y= :  فإن ∧

a b 1∧ 2a:  ومنه أيضا = b 1∧ :  ومنه حسب مبرهنة كوص =
b|(a b)+ .   إذنb|(a b) b a+ − = 

a: أي  b b∧ b:   ومنه = 1= 
 ) :           تصبح المتساوية أعلاه في  أ) ج

      2 2d(a 1) (a 1)a− = + 
a: ومنه  a أو =(0 1 (a 1= ⇒ =− 

aهذا يعني بالخصوص أن العبارة   . خاطئة=1

a: إذن  1≠ 
a)2: لدينا إذن  1)|(a 1)a− + 
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a): ونعلم أن  1) a 1− ∧ : حسب متطابقة بوزو والعلاقة  ( =
a (a 1) 1− − a)2: إذن كما سبق   ) = 1) a 1− ∧  ومنه حسب =

 : مبرهنة  كوص 

    (a 1)|(a 1)− + 
 : لدينا )  د

(a 1)|(a 1)
(a 1)|((a 1) (a 1))

(a 1)|(a 1)

 − + ⇒ − + − − − −
 

a): ومنه  1)|2−. 
aوبما أن  1 0− a:  فإن < 1 {1,2}− ∈ 

a: أي  a أو  =2 3= 

 
 فإنه يوجد (E) حلا للمعادلة (x,y) كان إذا: لدينا حسب ما سبق ) 2
*d∈ بحيث : 

   
2 2

x da

y d

a {2,3}

d(a 1) (a 1)a

 = = ∈ − = +

 

aإذا كان  d:  فإن =2 12= 

aإذا كان  d: فإن  =3 9=. 
(x,y): ومنه  {(24,2),(27,9)}∈ 

بإنجاز الحساب تحققنا من كون الزوجين أعلاه حلين للمعادلة ومنه 
 :مجموعة الحلول 

        S {(24,2),(27,9)}= 
 

@sÛbrÛa@åí‹ànÛaZ@
 

א :א
z: نضع ) 1 x yi=  :لدينا .∋(x,y)2: ث  بحي+

                                               M(z) (H) Re(P(z)) 0∈ ⇔ = 
           2 2Re(x y 2ixy (2 6i)(x yi)) 0⇔ − + − + + =      

2 2

2 2

Re((x y 2x 6y) i(2xy 6x 2y)) 0

x y 2x 6y 0

⇔ − − + + − − =
⇔ − − + =

 

:  ومنه 
2 2x y 2x 6y 0− − + =

  .(H)معادلة ديكارتية ل   
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:  لدينا )   2

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 2

x y 2x 6y 0 (x 1) (y 3) 8

X Y
1

8 8

− − + = ⇔ − − − =−

⇔ − =− 

X:    بحيث  x 1

Y y 3

 = − = −
 

 :  و Ω(1,3):   هذلول مركزه هو (H)ومنه 

                           
( ) ( )

2 2

2 2

X Y
1

8 8
− =− 

): معادلة له في المعلم  )1 2,e ,eΩ.  
a: لدينا : رأسان ال b 8= ):   ومنه الرأسان = )A 0,  و 8

( )A ' 0, ) في المعلم  −8 )1 2,e ,eΩ أي :( )A 1,3  و +8

( )A ' 3,3 )المعلم   في −8 )1 2,e ,eΩ. 
)معادلتا المقاربين في المعلم :   المقاربان  )1 2,e ,eΩ :  

   (D): Y X=       و         (D'): Y X=− 
): ومنه معادلتيهما في المعلم  )1 2O,e ,e:  

 (D): y 3 x 1− = :('D)     و  − y 3 1 x− = − 
 

(D) :أي  :y x 2= :('D) و   + y 3 x 4− =− + 

 
 :لم تطلب العناصر المميزة لكن نعطيها إتماما للفائدة : ملحوظة 

a: لدينا  b 8= 2:   ومنه = 2c a b 4= + = 

c: التباعد المركزي ومنه  4
e 2

a 8
= = = 

: الدليل المرتبط بها . F(0,4): البؤرة 
2a

( ):Y 2
c

∆ = = 

,F(0: البؤرة  : الدليل المرتبط بها  . −(4
2a

( ):Y 2
c

∆ =− =− 

)في المعلم   )1 2,e ,eΩ.  
 
 .انظر الشكل أسفله: الإنشاء ) 4

א :א
P(z): المعادلة ) 1 4 6i=  :   تكافئ −

            2z (2 6i)z 4 6i 0− + − + = 
2: مميزها المختصر هو  2' (1 3i) 4 6i 4 (2i)∆ = + + − =− =. 

1z: ومنه جذراها  1 3i 2i 1 i= + − =  و +

2z 1 3i 2i 1 5i= + + = + 
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}: ومنه مجموعة حلولها  }S 1 i,1 5i= + + 
 
4u: باستعمال صيغة حدانية نيوتن لدينا ) أ) 2 476 480i= − 

4u: ومنه  v 956 4i 4(239 i)= − =  :إذن   . −

                                    
4u v 4w (1)= 

tan(arg(u)):لدينا )  ب 5   و  =5
sin(arg(u)) 0

26
= > 

):  ومنه  ) [ ]arg(u) Arctan 5 2
2
π≡ ≡ −α π 

1: بالمثل 
tan(arg(w))

239
  و −=

1
sin(arg(w)) 0

169 2
=−  :    إذن >

           [ ]1
arg(w) Arctan 2

239

 ≡− π  
 

]   :ملخص  ]arg(u) 2
2

π≡ −α π  [ ]arg(w) 2≡−β π 

 :  أعلاه نستنتج أن (1)من العلاقة ) ج
    [ ]4arg(u v) arg(4w) 2≡ π 

]: ومنه  ]2 4 2
4
ππ− α+ ≡−β π . إذن :     

                 [ ]4 2 (2)
4
πα−β≡ π 

 : من جهة أخرى 

   1
0 1 0 0 4

5 4
π< < ⇒ <α< ⇒ < α<π 

1و  
0 1 0

239 4
π< < <⇒ < β< 

4: ومنه 
4
π− < α−β<π 
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):  أعلاه نستنتج أن (2)ومن   )k 4 k2
4
π∃ ∈ α−β= + π 

 : ومن المتفاوتة المزدوجة أعلاه نحصل على 

  k2
4 4
π π− < + π<π  1:     أي 3

k
2 4

− < k:   ومنه > 0= 

4: إذن 
4
πα−β= ومنه  : 

       
1 1

4Arctan Arctan
5 239 4

    π  − =         

 
Éia‹Ûa@åí‹ànÛa :  

א :א
): لدينا ) 1 ) n

2
x 0 g '(x) n 0

x
∀ > = +  ng  ومنه الدالة <

[تزايدية قطعا على    ومنه جدول تغيراتها∞+,0]

                       
x:  لندرس تغيرات الدالة ) 2 u(x) x lnx=  :لدينا   . −

     ( ) ( )1 1 x
x 0 u '(x) x 2

x2 x 2x x
∀ > = − = − 

u: و منه  '(x) 0 x 4> ⇔ u  و < '(x) 0 x 4= ⇔ = 
 .uلدالة  قيمة دنيا مطلقة لu(4)وهذا يعني بالخصوص أن 

): إذن  )∀ > ≥ = − = − >x 0 u(x) u(4) 2 ln4 2(1 ln2) 0 
1: لأن  ln(2) ln(e) ln(2)− = e و −  . تزايدية قطعاln و <2

): إذن  )*x x lnx 0+∀ ∈ − > 
 
I  المجاللة وتزايدية قطعا على متصngالدالة ) أ) 3 ]0, [= +∞ 

ngو  نحI تقابل من ngإذن  (I).1ا حسب السؤال لدين    : ( 
                    ng (I)= 

 .I في  ng  ب  nα يقبل سابقا وحيدا 0بالخصوص  

n: لدينا 

1
g n ln(n) 0

n

  = − >  
 )2سب السؤال  ح

n: و 

1
g 1 2ln(n) 0

n

  = − <  
n:  لأن   :هذا يعني أن . ≤3

                ( )
     < α <       n n n n

1 1
g g g

n n
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α>:   تزايدية قطعا فإن ngوبما أن   <n

1 1
n n 

: لدينا ) ب
→+∞ →+∞

     = =      n n

1 1
lim lim 0

n n
∞+→:  ومنه 

α =nn
lim 0 

א :א

( )I   1 ( لدينا :
+ +

−

→ →
= =+∞x3

2x 0 x 0

f(x) 1
lim lim e

x x
 

 على اليمين و منحناها يقبل 0 لا تقبل الإشتقاق في fومنه الدالة 

 .المعلم أصل O طةقالن في الأراتيب لمحور موازي مماس نصف

2 ( →+∞ →+∞
= =x 3 2x x

x 1
lim f(x) lim 0

e xن  لأ : 

            
→+∞ →+∞

= =x 3 2x x

x 1
lim lim 0

e x
 

 .∞+ بجوار له مقاربا الأفاصيل محور يقبل (C)ومنه  

xلدينا لكل ) أ) 3 0> :  

  
2 1 1

x 1 x3 3 31 1 1 3x
f '(x) x x e x 1 x e f(x)

3 3 3x

− − − −
    − = − = − =      

):    إذن  ) 1 3x
x 0 f '(x) f(x)

3x
−∀ > = 

fإن إشارة حسب ما سبق ف) ب x:  هي إشارة ' 3x 1−  ومنه +
  : fجدول التغيرات للدالة 

             
  :fالدالة منحنى ) 4
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( )II    1
I ,1

3

 
 =
  

 

 قطعا  متصلة وتناقصيةfحسب الدراسة المنجزة أعلاه فإن ) أ) 1

1:  ومنه Iعلى 
f(I) f(1),f

3

   =     
 

1:لدينا 
f 0,5 1
3

  < <  
1    و    1

f(1)
e 3

=  :   إذن <

                  1 1
f(1) f 1

3 3

 < < <  
 

f(I):   ومنه  I⊂ 

): لدينا ) ب )x I f '(x) v(x)f(x)∀ ∈ 1 بحيث = 3x
v(x)

3x
−= 

: المحددة : لأن  (Iو هي دالة متخاطة تناقصية قطعا على 
3 1

3 0
3 0

−
=− 1: ومنه ) > 2

v(I) v(1),v ,0
3 3

       = = −        
 

): بالخصوص  ) 2
x I |v(x)|

3
∀ ∈  :  وبما أن  ≥

                   ( )x I |f(x)| 1∀ ∈ ≤ 
):    فإن  ) 2

x I |f '(x)| |v(x)||f(x)|
3

∀ ∈ = ≤ 

):  ملخص  ) 2
x I |f '(x)|

3
∀ ∈ ≤ 

  
 لدينا) ج   
 

1
x3

x 0x 0x 0
1

f(x) x ln(x) x ln(x)x e x 3
−

 > > >   ⇔ ⇔    = − =  = 

 

3
3

x 0x 0
x

g (x) 0ln(x) 3x 3ln(x)

 >>  ⇔ ⇔ ⇔ =α   =− =  
 

 

0: بالترجع ) أ )  2

1
u I

3
=  . واضح  :∋

  ( ) n n 1 n n 1n u I u f(u ) f(I) I u I+ +∀ ∈ ∈ ⇒ = ∈ ⊂ ⇒ ∈ 

): ومنه  ) nn u I∀ ∈ ∈ 
3: فإن ) ج) 1حسب السؤال ) ب 3f( )α =α .  أ) 3وحسب السؤال (

3: فإن 

1 1
3 3
<α 3:   ومنه > Iα ∈. 

nلكل  ∈ : n 1 3 n 3|u | |f(u ) f( )|+ −α = − α 



 10

 عنصران 3α و nuكلا من و بما أن  I قابلة للإشتقاق على fبما أن 
 nc فإنه حسب مبرهنة التزايدات المنتهية يو جد عنصر Iمن 

 :  بحيث 3α و nuما بين 
                      n 3 n n nf(u ) f( ) f '(c )(u )− α = −α 

 :ومنه 

 n 1 3 n n n n n

2
|u | |f '(c )||u | |u |

3+ −α = −α ≤ −α 
nc:                                 لأن  I∈ 

): إذن  ) n 1 3 n n

2
n |u | |u |

3+∀ ∈ −α ≤ −α 
 : بالترجع ) ج

n: لأجل   :  يكفي أن نبين أن =0

                    3

1 2
3 3

α − ≤ 

3: نعلم أن 

1 1
3 3
<α  : ومنه     >

     3

1 1 1 3 1 2
3 3 3 33

−α − ≤ − = 3:  لأن > 3< 

: نفترض أن  
n 1

n 3

2
|u |

3

+ −α ≤   
n لأجل  ∈. 

 : أعلاه ) حسب نتيجة السؤال ب

       
n 1 n 2

n 1 3 n 3

2 2 2 2
|u | |u |

3 3 3 3

+ +

+

     −α ≤ −α ≤ =       
 

):  ومنه  )
n 1

n 3

2
n |u |

3

+ ∀ ∈ −α ≤    

تتالية الهندسية  الم) د
n 1

2
3

+    
2:  لأن 0  تؤول إلى 

1
3
 وحسب >

 : المتفاوتة أعلاه فإن

n  المتتالية           n 0(u ) n و متقاربة  ≤ 3n
lim u
→+∞

=α 

 

( )III                 
8x

x
F(x) f(t)dt= ∫    ( x [0, [)∀ ∈ +∞ 

,0] متصلة على  fالدالة ) أ) 1  على G إذن تقبل دالة أصلية ∞+]
[0,  :     ومنه ∞+]

                     F(x) G(8x) G(x)= −   ( x [0, [)∀ ∈ +∞ 
 كفرق مركبات دوال قابلة للإشتقاق تقبل الإشتقاق على Fإذن 

[0, [+∞. 
,0]  من  xلدينا لكل  ) ب [+∞:  
   F '(x) 8G'(8x) G'(x) 8f(8x) f(x)= − = − 
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): أي  )8x x x 7x3 3 3F '(x) 16 x e xe xe 16e 1− − − −= − = − 
    [ [( ) ( )x 7x3x 0, F '(x) x e 16e 1− −∀ ∈ +∞ = − 

 : ومنه 

   4ln(2)
x

7
]  أو  = [( )x 0, F '(x) 0 x 0∀ ∈ +∞ = ⇔ = 

   [ [( ) 7x 4ln(2)
x 0, F '(x) 0 16e 1 x

7
−∀ ∈ +∞ > ⇔ > ⇔ < 

  : Fمنه تغيرات و

*F 4:  تزايدية قطعا علىln2
0,

7

 
 
  

 

 *F4: قصية قطعا على  تناln2
,

7

 
 +∞
  

 

  *4ln2
F

7

    
 .F قيمة قصوى مطلقة للدالة  

 
x: ليكن ) أ ) 2 x: لدينا  .∋+ 8x≤ ومنه : 

        33 3( t [x,8x]) t 8x 2 x∀ ∈ ≤ = 
:    إذن 

8x 8x
t t33

x x
F(x) t e dt 2 x e dt− −= ≤∫ ∫ 

           ( )8xt x 8x3 3

x
2 x e 2 x e e− − − = − = −  

        x 7x 7x32 x e (1 e ) 2f(x)(1 e )− − −= − = − 

fبما أن و ] على ≤0 ]x,8x فإن  :F(x)  :  ومنه ≤0

    
7x( x ) 0 F(x) 2f(x)(1 e )+ −∀ ∈ ≤ ≤ − 

:  نعلم أن ) ب
x
lim f(x) 0
→+∞

7x:    و لدينا =

x
lim (1 e ) 1−

→+∞
− =  

):  إذن  )7x

x
lim 2f(x)(1 e ) 0−

→+∞
−  وحسب المتفاوتة المزدوجة =

x:   أعلاه فإن 
lim F(x) 0
→+∞

= 
  : Fجدول التغيرات للدالة ) ج
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 المملكة المغربية
 وزارة التربية الوطنية والتعليم العالي و تكوين الأطر و البحث العلمي

 قطاع التربية الوطنية
 

 الامتحان الوطني الموحد للبكالوريا
 2005الدورة العادية 

العلوم : الشعبة الرياضيات:المادة
 10: المعاملساعات4:المدة )أ و ب(الرياضية

  
 

  :التمرين الأول 

 
 : المعرف بما يلي  * قانون الترآيب الداخلي2نعتبر في 

)لكل ),a b و  ( ),x y 2  من: ( ) ( ), * , ,
2 2

ax by ay bxa b x y + + =  
 

 

2:لتكن المجموعة  *1 1, /E m m m
m m

  = + − ∈ ∈  
  

 

  E  قانون داخلي في المجموعة*بين أن) 1

):  بما يلي E من نحو*  المعرفϕليكن التطبيق) 2 )* 1 1( ) ,m m m m
m m

ϕ  ∀ ∈ = + − 
 

 

 
) تشاآل تقابلي منϕبين أن) أ ) نحو×,*( ),*E 

)استنتج أن) ب ),*E 1 نصرع زمرة تبادلية محددا عنصرها المحايدومماثل آل 1,m m
m m

 + − 
 

 

 . حقيقي غير منعدم mحيث عدد
2{نعتبر المجموعة     ) 3 2 4y x= }  و  − 2( , ) / 2F x y x= ∈ ≥ 

21:بين أن ) أ 1, / 0F m m m
m m

  = + − ∈ >  
  

 

)بين أن) ب ),*F زمرة جزئية من ( ),*E 
 

  :التمرين الثاني

 
  :الجزء الأول  
p 5 عدد صحيح طبيعي أولي أآبر أو يساوي من 
2: بين ان ) 1 1 [3]p ≡ 
   بحيثq  ، بين أنه يوجد عدد صحيح طبيعيpباستعمال زوجية العدد) أ) 2

       http://mathkas.ici.ma

http://mathkas.ici.ma


 

        2

                ( )2 1 4 1p q q− = +  

2:   استنتج أن) ب 1 [8]p ≡ 
2:  بين أن ) 3 1 [24]p ≡ 
 

 :الجزء الثاني 
  .24 عددا صحيحا طبيعيا أوليا مع العددaليكن

2: بين أن ) 1 1 [24]a ≡  
24:  حيث 1a، ...،23aةهل توجد أعداد صحيحة طبيعي) 2 1ka ∧ } منk لكل =  و 23,...,1{

2 2
1 23... 23997a a+ + 24ka(  ؟ =   )24  و kaشترك الأآبر للعددين  هو القاسم الم∧

 
  التمرين الثالث 

 
 :الجزء الأول   

]  المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددية  :  بما يلي ∞+,0]

            ( )
2

( ) 2 ; 0
(0) 0

xf x x e x
f

− = + >
 =

 

) منحناها في معلم متعامد ممنظم fCليكن  ), ,O i j)   2الوحدةcm( 

 0 متصلة على اليمين في fبين أن ) أ) 1
 0اليمين في  قابلة للإشتقاق على fبين أن )  ب
] تزايدية قطعا على fبين أن  ) ج [0,+∞ 

limاحسب  ) أ) 2 ( )
x

f x
→+∞

 

): بين أن )   ب )
2

0 0 1
2

t tt e t−∀ ≥ ≤ + − ≤ 

):  بين ان )  ج ) 2

4 4 20 ( )x f x x
x x x

∀ > − ≤ − ≤ − 

) يقبل مقاربا مائلاfCاستنتج أن المنحنى) د  . ينبغي تحديد معادلة له∆(

) و المستقيمfCأنشئ المنحنى ) 3 )∆ 
  الجزء الثاني  
 n عدد صحيح طبيعي غير منعدم . 

] المعرفة على المجالnfنعتبر الدالة العددية  :  بما يلي ∞+,0]

http://mathkas.ici.ma

http://mathkas.ici.ma


 

        3

         
22( ) ; 0

(0) 0

x
n

n

f x x e x
n

f

−  = + >  
  
 =

 

 .0 قابلة للإشتقاق على اليمين في nfبين أن) 1

] على المجال nfادرس تغيرات الدالة ) 2 [0,+∞ 

)2 ، المعادلة * منnبين أن ،لكل) ا) 3 )nf x n
[ في المجال na  تقبل حلا وحيدا  = [0.+∞ 

): بين أن )   ب )( )*
1

2 20 ( ) ( )
1n nx n f x f x

n n+∀ > ∀ ∈ − > −
+

 

)استنتج أن المتتالية )   ج )na تناقصية ثم بين أن ( )na متقاربة . 
lim:  نضع   nn

a a
→+∞

= 

):  بين أن )   د )
2

* 2 2na
nn na e∀ ∈ = −  

0aبين أن  ) ه  =.  
  الجزء الثالث 

] المعرفة على المجال F الدالة العددية نعتبر  :      بما يلي ∞+,0]

                       
2

( ) ( )
x

x
F x f t dt= ∫      

)fهي الدالة المعرفة في الجزء الأول ( 
):    بين أن ) أ)1 )0 ( ) ( ) (2 )x xf x F x xf x∀ > ≤ ≤ 

limاحسب  )    ب ( )
x

F x
→+∞

 

] قابلة للإشتقاق على المجال Fبين أن ) أ) 2 [0,+∞ 

):  بين أن )   ب ) ( )
2 1 1

'( ) 2 1 3 2 ; 0

' (0) 0

x x x

d

F x e x e x e x

F

−   
= + − + + >       

 =

 

) '(0)dFهو العدد المشتق للدالة Fعلى اليمين0 في  ( 
 F جدول التغيرات الدالة أعط) 3
 

  التمرين الرابع

:  ، نصع −1 مخالف للعدد z لكل عدد عقدي
( )2

1( )
1

izf z
z
−

=
+

 

):  بحيث yحدد العدد الحقيقي ) أ) 1 )f iy iy= 
):     المعادلة حل في ) ب ) ( )E f z z=         

http://mathkas.ici.ma
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        4

)   لحلول المعادلة 2z  و1z و0zنرمز ب  )E     0  حيث( ) 0z =Re 1 و 2( ) ( )z z>Re Re 

: تحقق أن ) أ)2
11

6
1 1

i
z e

π

+   و =
7
6

2 1
i

z e
π

+ = 
 2z  و 1zاستنتج الكتابة المثلثية لكل من العددين )   ب

izفي هذا السؤال نفترض أن   ) 3 e α= 0  حيث α π≤ <. 
): بين أن )   أ ) ( )f z izf z= 

):  إذا علمت أن αحدد )   ب ) ( ) 0f z f z+ = 

)اآتب)   ج )f z على الشكل  ( ) if z re ϕ= حيث  :( ) *,r ϕ +∈ × 

 إذا علمت أن  zحدد) 4
| | 1

1( )
2

z

z

=



=
Re

 

  

  انتهى
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 تصحيح الإمتحان الوطني الموحد  الحيان:   الأستاذ   
 2005 / 06 / 10الدورة العادية 

  الثانية بكالوريا علوم رياضية

                                                                 ( ) ( ) ( ) ( )2 2, ; , ; , * , ,
2 2

ax by ay bxa b x y a b x y + +⎛ ⎞∀ ∈ ∀ ∈ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                                                                                                        2 *1 1, /E m m m
m m

⎧ ⎫⎛ ⎞= + − ∈ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

     

1ليكن )1 1( ) ,X m m m
m m

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 و  1( ) ,X n n n
n n

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

m* ؛ إذن E عنصرين من المجموعة n* و∋ ∈.   

1                                                                             :لدينا      1 1 1( )* ( ) , * ,X m X n m m n n
m m n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

              

1 1 1 1 1 1 1 1

,
2 2

m n m n m n m n
m n m n m n m n

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + − − + − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

      

1 1 1 1

,
2 2

m n m n m n m nmn mn mn mn
n m mn n m mn n m mn n m mn

⎛ ⎞+ + + + − − + − + − + + − −⎜ ⎟
= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                                                                                                          1 1,mn mn
mn mn

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                                                                                                                                  ( )* ( ) ( )X m X n X mn=  
m*   وبما أن  n* و∋ mn*فإن  , ∋ ):  وعليه فإن  . ∋ )* ( )X m X n E∈.   

):    وبالتالي فإن  ) 2, ; *X Y E X Y E∀ ∈    .E في المجموعة قانون داخلي* إذن  . ∋

: لدينا ) 2

*:
1 1( ) ,

E

m m m m
m m

ϕ

ϕ

→

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   

  ) أ 

  i .  ليكن( ) 2*,m n 1: لدينا  , ∋ 1 1 1 1 1( ) , , * , ( )* ( )mn mn mn m m n n m n
mn mn m m n n

ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

) من تشاآل ϕ     إذن ) نحو×,*( ),*E.      ( ) 2*, : ( ) ( )* ( )m n mn m nϕ ϕ ϕ∀ ∈ =  

  ii .ليكنX E∈ , إذن:* 1 1! / ,m X m m
m m

⎛ ⎞∃ ∈ = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

!* ؛ ومنه  / ( )m X mϕ∃ ∈   E نحو* منتقابلϕ ؛ وعليه فإن=

) منتشاآل تقابلي ϕ      وبالتالي فإن ) نحو×,*( ),*E.    

) تشاآل تقابلي منϕبما أن)  ب ) نحو×,*( ),*Eوأن ( )فإن,  زمرة تبادلية ×,*( ),*Eادلية  زمرة تب.  

) في× هو العنصر المحايد بالنسبة للقانون1     لدينا  )في* ومنه فإن العنصر المحايد بالنسبة للقانون  , ×,*( ),*E(1) :   هو (2,0)ϕ =.  

1    ليكن  1( ) ,m m m
m m

ϕ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

)مماثل . E عنصرا من )mϕفي*  للقانون  بالنسبة( ),*Eهو   :   

   ( ) 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) , ,1 1m m m m
m m m m m

m m

ϕ ϕ ϕ−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = = + − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 )     . 10 0m
m

≠ ⇒ ≠(   

2{                              :                                        نعتبر المجموعة ) 3 2 4y x= }  و − 2( , ) / 2F x y x= ∈ ≥  
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21:     نضع )    أ  1, / 0G m m m
m m

⎧ ⎫⎛ ⎞= + − ∈ >⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

F:  لنبين أن     .   G=؟    

     G F⊂   : 1ليكن 1X m m G
m m

⎛ ⎞= + − ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

0mإذن   ,     :  لدينا  .<

2 2
2 2

2 2

1 1 1 14 2 4 2m m m m
m m m m

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = + + − = − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.   

 :         تذآير                     
2

( , ) : 2a b a b ab+∀ ∈ + 1:     تطبيق  . ≤ 1 12 2m m m
m m m

+ ≥ × ⇒ + ≥        

X:  نجد  ,                     وبناءا على ما سبق F∈ .  أن  ومنه نستنتجG F⊂.   

   F G⊂  : ليكن( , )x y F∈ ,  2: إذنx 2  و  ≤ 2 4y x= 0mنبحث عن . − 1:  بحيث < 1( , ) ,x y m m
m m

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ؟

1 2
1 1 2( , ) , 2 21

x ymm x ym x
mx y m m

m m x y mm y m x ym

+⎧⎧ == ++ = ⎧ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪⎛ ⎞= + − ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨⎜ ⎟ = −⎝ ⎠ ⎪ ⎪ ⎪ =− = ⎩⎪ −⎪⎩ ⎩

  

xلأن : (                  ونعلم أن  y≠ ( 2 2 2 2 24 4 ( )( ) 4
2

x yy x x y x y x y
x y

+
= − ⇒ − = ⇒ + − = ⇒ =

−
  

من أجل                  
2

x ym +
1:  لدينا  , = 1( , ) ,x y m m

m m
⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

0m: لنبين أن  .      ؟<

)لدينا                    )( ) 4 0x y x y+ − = xإذن , < y+و x y− 2ولدينا .  لهما نفس الإشارة 0x ≥   :إذن  . <

                0 0y x y x≥ ⇒ + ≥ 0 و < 0 0 0y y x y x x y≤ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥ > ⇒ + 0: ومنه فإن  . <
2

x ym +
= >.   

)إذن                  , )x y G∈ .  ومنه نجد :F G⊂.   
F: وبالتالي فإن      G=.    

i . 21: لدينا )   ب 1, / 0F m m m E
m m

⎧ ⎫⎛ ⎞= + − ∈ > ⊂⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

.   

              ii . F ≠ 1m لأن من أجل    ∅ (2,0): لدينا  , = F∈.    

              iii .  1ليكن 1,X m m
m m

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 و  1,Y n n
n n

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  :إذن  .F عنصرين من المجموعة

                   1* ( )* ( ) ( )* ,m m n m nX Y m n m
n n n m n m

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= = = = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 و 
0

0
0

m m
n n
>⎧

⇒ >⎨ >⎩
.   

X*:                     ومنه فإن  Y F′∈      . ( ) 2, : *X Y F X Y F′∀ ∈ ∈  

):     وبالتالي فإن  ),*F زمرة جزئية من ( ),*E.    
  
  

I p 5 و عدد صحيح طبيعي أوليp ≥.   

5p أولي وpلدينا) 1      3 أولي إذن3 و ≤ 1p∧ 23ومنه) ان فيما بينهما  أوليp و3 ( = 1p∧ ]:  وعليه فإن = ]0 3p ≡.   

]:             ومنه نستنتج أن  ]1 3p ]    أو    ≡ ]2 3p   :ندرس هاتين الحالتين  .  ≡

         i .    إذا آان[ ]1 3p ]: فإن  , ≡ ]2 1 3p ≡ .                 ii  . إذا آان[ ]2 3p ]:فإن  , ≡ ]2 4 3p ] إذن ≡ ]2 1 3p ≡ .   

]    :         وبالتالي فإن  ]2 1 3p ≡.       
5p و عدد صحيح طبيعي أولي pلدينا) أ) 2      / عدد فردي ومنه pإذن , ≤ 2 1q p q∃ ∈ =    ومنه +

            2 2 2(2 1) 4 4 1 4 ( 1) 1p q q q q q= + = + + = + 2: إذن  . + 1 4 ( 1)p q q− = +.   
1q  وqلدينا)        ب )إذن,  عددان صحيحان طبيعيان متتابعان + 1)q q   ومنه . عدد صحيح طبيعي زوجي +
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          / ( 1) 2k q q k∃ ∈ + 2: إذن  .  = 1 8p k− ]:              ومنه نجد  .       = ]2 1 8p ≡.      

: لدينا .  أعداد نسبية c وb وa:   خاصية) 3    
/
/ /

1

a c
b c ab c
a b

⎧
⎪ ⇒⎨
⎪ ∧ =⎩

  

/لدينا : برهان         /a c m c am⇒∃ ∈ / و= /b c n c bn⇒∃ ∈ 21 و= ( , ) / 1
Bezout

a b u v au bv∧ = ⇒ ∃ ∈ + =.   
):                   إذن  )c cau cbv bnau ambv ab nu mv= + = + = ab/:  ومنه نستنتج أن + c.   

1aالخاصية ليست صحيحة إذا آان : ملاحظة        b∧ 8 لكن12 يقسم4 و12يقسم 2: مثال مضاد  . ≠ 2 4= 2؛12 لا يقسم × 4 2∧ =.  
]لدينا : تطبيق        ]2 1 3p ] و≡ ]2 1 8p ) إذن ≡ )23 / 1p ) و− )28 / 1p 3 و− 8 1∧ ) إذن= )224 3 8 / 1p= × ] أي − ]2 1 24p ≡ 

IIليكن a 24:  عددا صحيحا طبيعيا حيث 1a ∧ =.   
24لدينا) أ) 1    1a ∧ 24 وهذا يتناقض مع24 و a قاسما مشترآا ل2 زوجيا لكان aلو آان(  عدد صحيح طبيعي فرديaإذن , = 1a ∧ =  (

]: أن           ومنه نستنتج  ]2 1 8a   ) . ب -I -2 أ و-I -2اتبع نفس خطوات السؤالين  ( ≡

24         ولدينا 1a ∧ ]إذن  , = ]0 3a ]لو آان ( ≡ ]0 3a 24ض مع وهذا يتناق24 وa قاسما مشترآا ل3 لكان ≡ 1a ∧ =.  (  

]         إذن  ]1 3a ] أو≡ ]2 3a ]إذن  . ≡ ] [ ]21 3 1 3a a≡ ⇒ ] و ≡ ] [ ] [ ]2 22 3 4 3 1 3a a a≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡.   

]         لدينا  ]2 1 8a ]  و ≡ ]2 1 3a 3 و ≡ 8 1∧ ]:    ؛ إذن = ]2 1 24a ≡ .    

}:         حيث23aو...  و2a و1aنفترض أنه توجد أعداد صحيحة طبيعية)     ب }1,..., 23 : 24 1kk a∀ ∈ ∧ =   

2                                                                              و                        2 2
1 2 23... 23997a a a+ + + =.   

}       لدينا }1,..., 23 : 24 1kk a∀ ∈ ∧ }إذن  . = } [ ]21,..., 23 : 1 24kk a∀ ∈ ]: ومنه فإن ≡ ]2 2 2
1 2 23... 23 24a a a+ + + ≡   

]      ولدينا  ]23997 21 ]: إذن  . ≡24 ]23 21 ] أي ≡24 ]2 0    . !  وهذا تناقض≡24

}:         حيث23aو...  و2a و1aلا توجد أعداد صحيحة طبيعية: خلاصة        }1,..., 23 : 24 1kk a∀ ∈ ∧ =   

2                                                                                                   و   2 2
1 2 23... 23997a a a+ + + =.   

  

I نعتبرfالدالة العددية المعرفة على المجال [ ):                  بما يلي ∞+,0] )
2

( ) 2 ; 0
(0) 0

xf x x e x
f

−⎧⎪ = + >⎨
⎪ =⎩

.    

)     وليكن )fCمنحناها في معلم متعامد ممنظم ( ), ,O i j ) .  2= الوحدةcm. (   

2Xنضع) أ) 1   
x

= 0x  إذن− X+→ ⇒ ):ومنه ∞−→ )
2

0 0

2lim ( ) lim 2 lim 2 0 (0)Xx
Xx x

f x x e e f
X+ +

−

→−∞→ →

⎛ ⎞= + = − + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

limلأن            0X

X
e

→−∞
   .0 في النقطة متصلة على اليمين  fوبالتالي فإن . =

2X نضع)     ب
x

= 0x  إذن− X+→ ⇒   : ومنه ∞−→

      ( )
2

0 0

( ) (0) 2lim lim lim 1 lim 0
0

X X Xx
X Xx x

f x f x e X e e Xe
x x+ +

−

→−∞ →−∞→ →

− +
= = − = − =

−
lim: لأن 0X

X
Xe

→−∞
lim و= 0X

X
e

→−∞
=  

) ولدينا 0 في قابلة للإشتقاق على اليمين  f        إذن )' 0 0df = .    

[ليكن)      ج [0,x ∈   : لدينا . ∞+

           ( ) ( )22 2 2 2 2

2 2

1 32 2( 2) ( 2) ( 2) 1 ( 2) 0x x x x x
x

f x x e x e x e x e e
x x x

− − − − −
′ ′ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= + = + + + − = + + = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

] على المجالتزايدية قطعا f       إذن [0,+∞.   

2Xنضع )  أ) 2   
x

= 0xإذن  . − X −→ +∞⇒ ):  ومنه→ )
2

0
lim ( ) lim ( 2) lim 2 2

X
x

x x X

ef x x e X
X−

−

→+∞ →+∞ →
= + = − + = +∞   

 التمرين 3 :



 - 4 -

): نضع )        ب ) 1tu t e t−= +  و −
2

( )
2
tv t ] لكل = [0,t ∈ +∞.   

] قابلتين للإشتقاق مرتين على المجالv وu       لدينا u و∞+,0] v و′ ] المجالعلى متصلتين ′   :  ولدينا ∞+,0]

       ( ) 1tu t e −′ = − ) و+ ) tu t e −′′ ) و= )v t t′ ) و= ) 1v t′′ ]  لكل= [0,t ∈ +∞.   

]      بما أن  لكل  [0,t ∈ +∞ : 0 0 0 1 0 ( ) ( )tt t e u t v t− ′′ ′′≥ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤    ؛ ≥

:           فإن 
0 0

0 : 0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )
x x

x u t dt v t dt u x v x′′ ′′ ′ ′∀ ≥ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤∫ (0) لأن ∫ (0) 0u v′ ′= = .   

:          ومنه فإن 
0 0

0 : 0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )
t t

t u x dx v x dx u t v t′ ′∀ ≥ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤∫ (0) لأن ∫ (0) 0u v= =.   

]:                             وبالتالي فإن  [
2

0, : 0 1
2

t tt e t−∀ ∈ +∞ ≤ + − ≤.   

0xليكن )      ج 2لدينا  . < 0
x
:    نجد ,  وبتطبيق السؤال السابق <

22 2

2

2 1 2 2 20 1 0 1
2

x xe e
x x x x

− −⎛ ⎞≤ + − ≤ ⇒ ≤ + − ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                               
2

2

2 2 21 1xe
x x x

−
⇒ − ≤ ≤ − +  

                                       ( ) ( ) ( )
2

2

2 2 21 2 2 1 2xx x e x
x x x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ − + ≤ + ≤ − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

                                                2

4 4 2 42 2 ( ) 2 2x f x x
x x x x

⇒ + − − ≤ ≤ + − − + +  

                         2

4 4 2( )x f x x
x x x

⇒ − ≤ ≤ + −  

                           2

4 4 2( )f x x
x x x

⇒ − ≤ − ≤ −  

lim: لدينا )      د ( )
x

f x
→+∞

= 2 ولدينا ∞+

4 4 20 : ( )x f x x
x x x

∀ > − ≤ − ≤ 4lim و− 0
x x→+∞

− 2 و=

4 2lim 0
x x x→+∞

− =.   

lim:         إذن  ( ) 0
x

f x x
→+∞

− )ومنه نستنتج أن المنحنى . = )fCيقبل مقاربا مائلا ( yلته  معاد∞+ بجوار∆( x=.   

)إنشاء المنحنى) 3    )fC:  
 

( )fC  
( ) : y x∆ =  

O i

j  
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II  ليكن *n ] الدالة العددية المعرفة على المجالnfو  ∋ :           بما يلي ∞+,0]

22( ) ; 0

(0) 0

x
n

n

f x x e x
n

f

−⎧ ⎛ ⎞= + >⎪ ⎜ ⎟
⎨ ⎝ ⎠
⎪ =⎩

  

2Xنضع ) 1   
x

= 0x: إذن  . − X+→ ⇒   : ومنه  فإن ∞−→

       
2

0 0

( ) (0) 2 1lim lim 1 lim 1 lim 0
0

X X Xn n x
X Xx x

f x f Xe e e Xe
x nx n n+ +

−

→−∞ →−∞→ →

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
limلأن 0X

X
Xe

→−∞
=.   

):  ولدينا 0شتقاق على اليمين في   قابلة للإnf        إذن ) (0) 0n d
f ′ =.    

0xليكن ) 2    : لدينا.  <
2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2( ) 1 0x x x x
nf x x e x e x e x e

n n n x n x
− − − −

′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = + = + + + − = + + >⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
   

]  دالة تزايدية قطعا على المجالnf      إذن [0,+∞.    

[  متصلة وتزايدية قطعا على المجالnfلدينا) أ) 3    [ من المجالتقابل nf ؛ إذن∞+,0] [  نحو المجال∞+,0] [( ) ] [0, 0,nf +∞ = +∞.   

[          وبما أن  [2 0,
n
∈ [ ؛ فإن  ∞+ [ ( ) 2! 0, /n n na f a

n
∃ ∈ +∞ = .  

0xليكن)     ب n* و<   : لدينا  . ∋

          
2 2 2

1
2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 1

1 1 1 1
x x x

n nf x f x x e x e e
n n n n n n n n

− − −

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − = + − − + − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

:                                             إذن 
2

1
2 2 2( ) ( ) 1

1 ( 1)
x

n nf x f x e
n n n n

−

+

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

:         ومنه فإن 
2 22 20 0 1 1 0

( 1)
x xx e e

x n n
− −⎛ ⎞

> ⇒ − < ⇒ < ⇒ − − >⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
.   

*:           وبالتالي فإن 
1

2 20; ; ( ) ( )
1n nx n f x f x

n n+∀ > ∀ ∈ − > −
+

.     

1لأن:                       (لدينا )      ج 1( ) 0n nf a+ + = ( 1 1 1 1
2 2 2( ) ( ) 0 ( )

1n n n n n nf a f a f a
n n n+ + + +− > − ⇒ > −
+

  

                                                                            1
2( )n nf a
n+⇒ <  

] تقابل منnfلأن            (  ] نحو∞+,0] [0,+∞      (1
1

2
n na f

n
−

+
⎛ ⎞⇒ < ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)2لأن                                               (    )n nf a
n

=      ( 1n na a+⇒ <  

)        وبالتالي فإن  ) *n n
a

∈
* ( 0 متتالية تناقصية ؛ وبما أنها مصغورة  بالعدد  : 0nn a∀ ∈ limنضع . ؛ فإنها متقاربة  ) < nn

a a
→+∞

=  

:      لدينا )      د
2 2 2 22 2 2 2 2( ) 2 2 2 2na n n n

n n n n n nf a a e a e na e na e
n n n n n

−⎛ ⎞= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    

*لدينا )    هـ  : 0nn a∀ ∈ limإذن . < 0nn
a a

→+∞
= 0aنفترض أن  .  ≤ 0a:  ؛ إذن ≠ >.   

:         ولدينا 
2

* : 2 2na
nn na e∀ ∈ = lim و − nn

na
→+∞

=  لكن ∞+
2 2

lim 2 2 2 2na a
n

e e
→+∞

− =   :وبالتالي فإن . وهذا تناقض  . −

lim 0nn
a

→+∞
=  

IIIنعتبر الدالة العددية Fالمعرفة على المجال [ ]:    بمايلي ∞+,0] [
2

0, : ( ) ( )
x

x
x F x f t dt∀ ∈ +∞ = ∫.    

0xليكن ) أ) 1    ] تزايدية قطعا على المجالfلدينا . < 2x  و ∞+,0] x≤ .  إذن :  
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         [ ], 2 : 2 ( ) ( ) (2 )t x x x t x f x f t f x∀ ∈ ≤ ≤ ⇒ ≤ : إذن . ≥
2 2 2

( ) ( ) (2 )
x x x

x x x
f x dt f t dt f x dt≤ ≤∫ ∫ ∫.   

)                        :         ومنه فإن  ) ( ) (2 )xf x F x xf x≤ 0xلكل        ≥ >.   

0لدينا )      ب : ( ) ( )x F x xf x∀ > lim ولدينا ≤ ( ) lim ( )
x x

f x xf x
→+∞ →+∞

= +∞⇒ = lim:ومنه نستنتج أن  .  ∞+ ( )
x

F x
→+∞

= +∞  

] متصلة على المجالfلدينا) أ) 2    ]  على المجالf دالة أصلية للدالةψلتكن  . ∞+,0]   :إذن . ∞+,0]

          [ [
2

0, : ( ) ( ) (2 ) ( )
x

x
x F x f t dt x xψ ψ∀ ∈ +∞ = = −∫.   

2x        بما أن  xقابلة للإشتقاق على المجال ] [ وتحول المجال ∞+,0] [ نحو المجال ∞+,0]    قابلة للإشتقاق علىψ وبما أن ∞+,0]

[        المجال 2)  ؛ فإن  ∞+,0] )x xψى المجال قابلة للإشتقاق عل] [ قابلة للإشتقاق على المجالFوبالتالي فإن . ∞+,0] [0,+∞.   

]:         ولدينا  ] ( )0 : ( ) ( ) (2 ) 0 : ( ) (2 )F xx xf x F x xf x x f x f x
x

⎡ ⎤∀ > ≤ ≤ ⇒ ∀ > ≤ ≤⎢ ⎥⎣ ⎦
 و

0
lim ( ) 0
x

f x
+→

   و=

        
0

lim (2 ) 0
x

f x
+→

:  فإن  =
0 0

( ) (0) ( )lim lim 0
0x x

F x F F x
x x+ +→ →

−
= =

−
(0) و0 قابلة للإشتقاق على اليمين في F إذن 0dF ′ =.   

] قابلة للإشتقاق على المجالF        وبالتالي فإن  [0,+∞.    
(0)نعلم أن ) أ(حسب )      ب 0dF ′ 0xليكن  . =   : لدينا  . <

              ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

( ) (2 ) ( ) 2 (2 ) ( ) 2 (2 ) ( ) 2 2 2 2x xF x x x x x x f x f x x e x eψ ψ ψ ψ
− −′ ′′ ′ ′= − = − = − = + − +   

  

                                  
2 1 2 1 1 1

( ) 4( 1) ( 2) ( 2) 1 ( 2) 4( 1)x x x x x xF x e x e x e x e x e x e
− − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞

′ = + − + = + − − + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

  

:          ومنه فإن 
2 1 1

( ) ( 2) 1 (3 2)x x xF x e x e x e
− ⎡ ⎤⎛ ⎞

′ = + − + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.  

                                      :                       وبالتالي فإن 

( )

2 1 1

( ) ( 2) 1 (3 2) ; 0

0 0

x x x

d

F x e x e x e x

F

−⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞
′ = + − + + >⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎨ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎪ ′ =⎩

  

: لدينا ) 3   
1 110 0 1 1 0x xx e e

x
> ⇒ > ⇒ > ⇒ − )      و     < )

1

3 2 0xx e+ 0  و< 2 0x x> ⇒ + >.   

0:         إذن  : ( ) 0x F x′∀ > ] تزايدية قطعا على المجالF:  ومنه فإن < [0,+∞.  

] على  المجالF    جدول تغيرات الدالة     [0,+∞:   
0                                                    +∞  x 
0                          + ( )F x′  
                                                       +∞  
0 

( )F x  
 

                                                        { } 2

11 : ( )
( 1)
izz f z
z

−
∀ ∈ − − =

+
    

             :   لدينا .  عددا حقيقيا yليكن) أ) 1

2

2

2 2

2

1( )
( 1)

1 ( 1 2 )
1 2 ( 1)

1 2
(1 )(1 ) 0

yf iy iy iy
iy

y iy y iy
y y iy y

y y
y y y

− −
= ⇔ =

+
⇔ − − = − + +
⇔ − − = − + − +

⎧− − = −
⇔ ⎨

− + =⎩

  

  

 التمرين 4 :
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                                                 ( ) ( ) ( )

22 1 0
0 1 1

1

y y
y y y

y

⎧ − − =⎪⇔ ⎨
= ∨ = ∨ = −⎪⎩

⇔ =

  

  :لدينا )    ب

                        

( )

2

2

3 2

3 2

1( )
( 1)

1 ( 2 1)
1 2

2 (1 ) 1 0 : *

izf z z z
z

iz z z z
iz z z z

z z i z

−
= ⇔ =

+
⇔ − = + +
⇔ − = + +
⇔ + + − + =

                                                                                 

)     نعلم أن    )f i i=إذن iحل للمعادلة ( 3 ننجز القسمة الأقليدية ل . *( 22 (1 ) 1z z i z+ + − z على+ i− آمايلي    :  

                                 z i−                      3 22 (1 ) 1z z i z+ + − +   
                                                                                     3 2z iz−             

                        2 (2 )z i z i+ + +           2(2 ) (1 ) 1i z i z+ + − +  
                                                                 2(2 ) (1 2 )i z i z+ + −             

1iz +  
1iz +  

  
 00  

                                   

:                            إذن 
( )( )

( )

2

2

( ) (2 ) 0

(2 ) 0 : **

f z z z i z i z i

z i z i z i

= ⇔ − + + + =

⇔ = ∨ + + + =
  

)      نحل المعادلة  لدينا  :  **(
22(2 ) 4 7 1 4 4 3 3i i i i∆ = + − = − + − = )إذن للمعادلة . =   : حلين هما **(

      (2 ) 3 3 11
2 2 2
iz i− + +

= = − + 2)  أو   − ) 3 3 11
2 2 2
iz i− + −

= = − − −  

)     وبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة )f z z=3:   هي  في 1 3 1, 1 , 1
2 2 2 2

S i i i
⎧ ⎫⎪ ⎪= − + − − + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

.    

)0    بما أن ) 0e zℜ 0zفإن  , = i= .  1وبماأن 2( ) ( )e z e zℜ >ℜ 1 فإن
3 11

2 2
z i= − + 2 و −

3 11
2 2

z i= − − −.   

:                   لدينا ) أ) 2
11

6
1

3 1 111 cos sin 1, 1, 2 1,
2 2 6 6 6 6 6

i
z i i e

ππ π π π ππ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = − = − = − = − + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
    

        و                        
7
6

2
3 1 71 cos sin 1, 1, 1,

2 2 6 6 6 6 6
i

z i i e
ππ π π π ππ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = − − = − − = − = + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.      

: لدينا )   ب
11 11 11 11 11 11 17

6 12 12 12 12 2 12 12
1

11 11 111 2 sin 2sin 2sin
12 12 12

i i i i i i i i
z e e e e i e e e e

π π π π π π π ππ π π−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − + = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

       و              
7 7 7 7 7 7 13
6 12 12 12 12 2 12 12

2
7 7 71 2 sin 2sin 2sin
12 12 12

i i i i i i i i
z e e e e i e e e e

π π π π π π π ππ π π−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − + = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

2  : لأن      
i

e i
π

   : ولدينا  . =

                               7 3 2 1 2 6 2sin sin sin cos cos sin
12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2 4
π π π π π π π +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
     

   11 3 2 1 2 6 2sin sin sin sin sin cos cos sin
12 12 12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2 4
π π π π π π π π ππ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = = − = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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:       ومنه نجد 
17 17
12 12

1
6 2 6 22

4 2
i i

z e e
π π− −

=   و  =
13 13
12 12

2
6 2 6 22

4 2
i i

z e e
π π+ +

= =.    

iz نضع )3 e α= 0:  حيث α π≤ <.   
  

11: لدينا )    أ 1z z z z
z

= ⇒ = ⇒ : إذن  . =
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 22 2

1 1( )
( 1) ( 1) 1 1
iz i z iz z z iz z i zf z z
z z z zz z z

⎛ ⎞− − − − − − − +
= = = = = −⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ +

   

:      ومنه 
( )2

1( ) ( )
1
izf z iz izf z

z
−

= =
+

.   

: لدينا)   ب
2

1 0
( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0 ( 1) ( ) 0 1 0( ) 0

( 1)

z i
iz z i

f z f z izf z f z iz f z iz
f z z i

z

=⎧
+ = =⎧ ⎧⎪+ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ ⇔ ⇔−⎨ ⎨ ⎨== = −⎩ ⎩⎪ +⎩

  

0لأن :                                           (      إذن  α π≤ <( 
[ ]

[ ]

2
2( ) ( ) 0

22
2

i

i

e i
f z f z

e i

α

α

πα π
πα

πα π

⎧ ≡⎪⎧ =⎪ ⎪+ = ⇔ ⇔ ⇔ =⎨ ⎨
= −⎪⎩ ⎪ ≡ −

⎪⎩

  

                              :لدينا)     ج
( )

1 1 1
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2

2 2 2

1 1( ) ( )
1 2cos

2

i i i

ii i
i

i
i i i i

e e e
ie e ef z f e
e ee e e

π π πα α α
π

α α
α

α α α α
α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎝ ⎠= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

  

                   
1 1 3 2
2 2 2 2 4

2 2 2

12 sin sin sin
2 2 1 14 2 4 2( )

2 24cos cos cos
2 2 2

i i i i
i

f z e e e
π π π αα α π α

π π α π αα

α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −+ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

0                    :      وذلك لأن 0 sin 0
2 2 4 2 4 2 4 2
α π π α π π π αα π ⎛ ⎞≤ < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ + < ⇒ + >⎜ ⎟

⎝ ⎠
        و 

0 0 cos 0
2 2 2
α π αα π ⎛ ⎞≤ < ⇒ ≤ < ⇒ >⎜ ⎟

⎝ ⎠

  

:          لدينا ) 4
1 / 0 2

11 ( ( ))( ( ))
22

iz z e

e f ze f z

α α π⎧ = ⎧ = ≤ <
⎪ ⎪⇔⎨ ⎨

ℜ =ℜ =⎪ ⎪⎩⎩

  :ولدينا  . 

                     2

2

sin
1 3 2 1 3 24 2( ( )) cos sin cos cos
2 4 2 4 2 4 22cos

2

e f z

π α
π α π α π α α

α

⎛ ⎞+⎜ ⎟ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ℜ = ⇔ = ⇔ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                                      21 2 2( ( )) cos sin cos sin cos
2 2 2 2 2 2 2 2

e f z α α α α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ℜ = ⇔ − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

                                  ( )2 2 2 21 1 1( ( )) cos sin cos cos cos
2 2 2 2 2 2 2

e f z α α α αα⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ℜ = ⇔ − − = ⇔ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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[ ]

[ ]
2 2 2

2
1 1 1 1 2 3( ( )) 2cos 1 cos cos cos

22 2 2 2 2 4 2 2 2
2 3

e f z

α π π
α α α α

α π π

⎧ ≡ ±⎪⎛ ⎞ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ℜ = ⇔ − − = ⇔ = ⇔ = ± ⇔ ⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪ ≡ ±
⎪⎩

  

                                                                                                                   
[ ]

[ ]

2 4
1 3( ( ))

42 4
3

e f z

πα π

πα π

⎧ ≡ ±⎪⎪ℜ = ⇔ ⎨
⎪ ≡ ±
⎪⎩

  

        

]: ولدينا       ]
2
32 1 34

3 2 2
iiz e e i j

π
απα π≡ ⇒ = = = − + ]  و = ]

2
32 1 34

3 2 2
iiz e e i j

π
απα π

−
≡ − ⇒ = = = − − =  

]         و       ]
4 2
3 34 4

3
i iiz e e e j

π π
απα π

−
≡ ⇒ = = = ]   و   = ]

4 2
3 34 4

3
i iiz e e e j

π π
απα π

−
≡ − ⇒ = = = =  

:       وبالتالي فإن 
2
31 3

2 2
i

z j i e
π

= = − +    أو =
2
31 3

2 2
i

z j i e
π

−
= = − − =            .  { },S j j=   

:       لنحل النظمة التالية          :  أخرى طريقة    
( )

1
1( )
2

z

e f z

⎧ =
⎪
⎨
ℜ =⎪⎩

      .  

1z   لدينا ):  لدينا  - أ -3إذن حسب السؤال  . = ) ( )f z izf z=أن   ومنه نستنتج  :  

                                     

( ) ( )

2

2

2 2

2

2

2 4
3 3

2

1( ) ( ) ( ) 2 ( ) 1
2

( ) ( ) 1
( 1) ( ) 1

1( 1) 1
( 1)

( 1)( 1) ( 1)
1 2 1

2 2 2 0
1 0

1 3 1 3
2 2 2 2

i i

e f z f z f z e f z

f z izf z
iz f z

iziz
z

iz iz z
z z z

z z
z z

z e z e

z j i z j j i

π π

ℜ = ⇔ + = ℜ =

⇔ + =
⇔ + =

−
⇔ + =

+
⇔ − + = +
⇔ − − = + +
⇔ + + =
⇔ + + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ = ∨ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⇔ = = − + ∨ = = = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   

}:                              وبالتالي فإن     },S j j=.      

   : من التمرين الثانيI – 1طريقة أخرى لإنجاز السؤال 
)        نضع  )2 1m p p= ): لدينا.− )( )1 1m p p p= − 3:  هو جداء ثلاثة أعداد متتابعة ؛ إذن mإذن . + / m ومنه  ( )23 / 1p p −  
5p أولي و p        وبما أن 3p فإن ≤ 3: إذن  . p لا يقسم3 و < 1p ∧ =.   

):          وعليه فإن  ) ( )
2

23 / 1
3/ 1

3 1

Gaussp p
p

p

⎧ −⎪ −⎨
∧ =⎪⎩

]:                     وهذا يعني أن  . ⇒ ]2 1 3p ≡.   

     : من التمرين الثانيII – 1طريقة أخرى لإنجاز السؤال 
    
24   لدينا      1a ∧    .∋a  و=

1:  إلى جداء عوامل أولية a       لنفكك 2
1 2 ... r

ra p p pα α α= 1 حيثp2 وpو...  وrp 1أعداد صحيحة طبيعية أولية وα2 وαو...  وrα  
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  .                                                أعداد صحيحة طبيعية غير منعدمة 
324  ( 3 و 2  هي 24      نعلم أن القواسم الأولية للعدد  2 3= 24وبما أن   ) . × 1a ∧    لا يوجدان في3 و 2أي  . a لا يقسمان3 و 2 فإن =

  :لدينا  , I – 1وحسب  . 5أي أآبر من أو يساوي  . 3 أعداد أولية أآبر قطعا من rpو. .. و2p و1pومنه فإن الأعداد . a      تفكيك 
      { } [ ]1, 2,..., : 1 3ii r p∀ ∈   :        ومنه فإن  ≡

                                                    ( ) ( ) ( ) [ ]1 21 2 1 22 22 2 2 2 2
1 2 1 2... ... 1 1 ... 1 3rr r

r ra p p p p p p a
α α αα α α α α α= = ⇒ ≡ × × ×  

                                                                          [ ]2 1 3a⇒ ≡  

  :ويحقق ما يلي  )  Nombre de Jacobi(  يسمى عدد جاآوبي jالعدد العقدي     :  نتيجة   

                            21 0j j+ + 3   و  = 1j 2j  و  = j=  و  
2
31 3 21,

2 2 3
i

j i e
π π⎡ ⎤= − + = = ⎢ ⎥⎣ ⎦

 4j j=  

( ) 2: ! , /z a b z a bj∀ ∈ ∃ ∈ = +  

  . ثالثة للوحدة وصورها في المستوى العقدي هي رؤوس مثلث متساوي الأضلاع هي الجذور الj  و  j و 1                  الأعداد العقدية 
    

                                                        
  

2ab:  بحيث * أعدادا من c وb وa لتكن             :تمرين  c=  1  وa b∧ =.   
2b           :   بين أن                        n=و  * * 2( , ) /m n a m∃ ∈ ×     ؟=
dنضع : الجواب  a c= 1m: إذن  . ∧ n∧ c  و= dn=و * *( , ) /m n a dm∃ ∈ × =.   

2: لدينا               2 2 2ab c bdm d n bm dn= ⇔ = ⇔ 21 :  ولدينا  . = 1m n m n∧ = ⇔ ∧ =.   

2bm:              بما أن  dn= فإن    :
2

2
2

/
/ : ( )

1

Gaussn bm
n b i

m n

⎧⎪ ⇒⎨
∧ =⎪⎩

 .   

b/2:             يكفي أن نبين أن  n؟   
2bm:             لدينا   n d= 2:  إذن/b n d .  1: لهذا يكفي أن نبين أنb d∧    ؟=

b            نضع  dδ =    و:  لدينا  . ∧
/
/
b
d

δ
δ
⎧
⎨
⎩

و:   إذن 
/
/
b
dm a

δ
δ
⎧
⎨ =⎩

a/:   ومنه فإن bδ 1aوبما أن  . ∧ b∧    إذن 1δ/:  فإن=

           1δ 1b: ومنه فإن . = d∧ : وعليه فإن  .  =
2

2/
/ : ( )

1

Gaussb dn
b n ii

b d
⎧

⇒⎨
∧ =⎩

.    

)             من  )iو ( )ii ,  2: نستنتج أنb n=.    

2:             ولدينا  2 2bm dn n m dn m d= ⇒ = ⇒ a: وبما أن  . = dm= 2:  فإنa m=   
1m         :خلاصة                 n∧ c      و     = dn=       و     * *( , ) /m n a dm∃ ∈ × =  

      : Wilsonمبرهنة  
                                       

      
  
  

  : tFermaمبرهنة 
               

  
  
  
  
  
  
  
  

 

   ***انتهى***  

:لدينا .  عددا صحيحا طبيعيا  p   ليكن
( ) [ ]1 ! 1 0p p− + ≡ ⇔ p  أولي  

:  عددا صحيحا طبيعيا غير منعدم بحيث  n p عددا أوليا موجبا وليكن ليكن)  أ  

.  [ ]1 1pn p− ≡ 1n               :لدينا .  p∧ =           

:لدينا  ,  a p  ولكل عدد صحيح طبيعي غير منعدم  لكل عدد أولي موجب ) ب   

[ ]pa a p≡                   
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1 (2
¢ :( ) ( )2: 1 9 5E x y+ = +.

 (( , )x y( )E .:

( ) ( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]

( ) ( ) [ ]
( )( ) [ ]

2 2

2

2

1 9 5 1 4 5

1 4 0 5

1 4 0 5
1 2 1 2 0 5

1 3 0 5

x y x

x

x
x x

x x

+ = + ⇒ + ≡

⇒ + − ≡

⇒ + − ≡
⇒ + − + + ≡
⇒ − + ≡

( )5 / 3x +  ( )5 / 1x⇒ −

[ ]3 5x ≡ −[ ]1 5x⇒ ≡

[ ]2 5x ≡[ ]1 5x⇒ ≡

 (2
¢( )E:

( , )x y( )E , :[ ]1 5x ≡  [ ]2 5x ≡ . :

[ ]
( ) ( )2

2

2

2

1 5 : 1 5

: 2 5 9 5 ; 1 2 5
: 4 20 25 9 5
: 5 5 20 25

: 1 4 5

x k x k

k k y x k
k k k y
k y k k

k y k k
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n n

n n

a a

n n

a

x a a x f f x f a

f x f a

n f x dx n f a dx

n f x dx n a f a

∀ ∈ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

⇒ ≤ ≤

⇒ ≤

⇒ ≤ −

∫ ∫

∫
 (  :( ) ( )( )

1* : 0 ( ) 1 ( )n n

a
n n f x dx n a f a∀ ∈ ≤ ≤ −∫¥ .

( )( ) ( ) ( )ln ( )lim 1 ( ) lim 1n n f a

n n
n a f a a ne

→+∞ →+∞
− = −.

  :( )20 1 (1) ( ) (0) 0 2 ( ) 1 ln ( ) 0a f f a f e f a f a−< < ⇒ < < ⇒ < < < ⇒ <.

 :( )[ ] ( ) ( ) ( )

( )
ln ( )1 1lim 1 ( ) lim ln ( ) lim 0

ln ( ) ln ( )
n n f a x

n n x

a an a f a n f a e xe
f a f a→+∞ →+∞ →−∞

− −
− = × = × =
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 :( )ln ( )x n f a=( )ln ( ) 0f a < :nx →+∞→−∞.

 :lim 0 0
n→+∞

= .               :[ ]
1

lim ( ) 0n

an
n f x dx

→+∞
=∫

 (:

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

1

0

1

0

0

lim 1 lim ( ) 1

lim ( ) ( ) 1

lim ( ) 1

n
nn n

a n n

an

a n

n

u n f x dx

n f x dx n f x dx

n f x dx

→+∞ →+∞

→+∞

→+∞

= ⇒ =

⇒ + =

⇒ =

∫
∫ ∫

∫
 :[ ]

1
lim ( ) 0n

an
n f x dx

→+∞
=∫.

                              :] [ [ ]
0

0,1 : lim ( ) 1
a n

n
a n f x dx

→ +∞
∀ ∈ =∫
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 المعـامـــل
 الرياضيات:      المادة
)ب(و) أ(علوم رياضية:      الشعبة

 يسمح باستعمال حاسبة غير قابلة للبرمجة

  )نقط3  (1التمرين 
   عددا صحيحا طبيعيا nليكن  -1

] فرديا فان nبين أ نه اذا آان   ) أ ]2 1 8n ≡  

] زوجيا فان nبين أ نه اذا آان   ) ب ]2 0 8n ] أو ≡ ]2 4 8n ≡ 

  . أعدادا صحيحة طبيعية فرديةc و b و aليكن  -2
2بين أن   ) أ 2 2a b c+   )أي ليس مربع للعدد صحبح طبيعي( ليس مربعا آاملا +
)بين أن   ) ب ) [ ]2 6 8ab bc ac+ + ≡ 

)يمكن ملاحظة ( )2 2 2 2 2 2a b c a b c ab abc ac+ + = + + + + +(  

)استنتج أن )                ج )2 ab bc ac+   . ليس مربعا آاملا+

abبين أن )                د bc ac+   . ليس مربعا آاملا+

 

  
  )قطن3  (2التمرين 

 مجموعة المصفوفات التي تكتب على شكل Eلتكن 

1 1
3

10
a

a a
aM

a

  −  
  =

 
 
 

  

 مجموعة المصفوفات التي تكتب على شكل Fو 
1 1
3

3
a

a a
aN

a a

  −  =   
 − − 

  

  .∋a    حيث 
)بين أن ) أ -1 ) *2; a b aba b M M M∀ ∈ × =  

) بحيث E  نحو * التطبيق المعرف من ϕليكن ) ب ) aa Mϕ =  

)آل من  تشاϕ    بين أن  ) نحو ×;*( );E ×  

)ة الجبرية لـ     استنتج البني );E ×  

)بين أن ) أ -2 ) *2; a b  b
a

a b  N  N  M∀ ∈ × =  

Gنضع ) ب E F= )بين أن . ∪ );G    زمرة×

)هل ) ج );G    زمرة تبادلية؟×

 

  ) ن3.50 (3التمرين
2    المعادلة  حل في -1    1 1z z+ + =  

) حيث z لكل عدد عقدي -2    ) ( )cos siniz e iθ θ θ= = π مع + θ π− ≤  و ≥
2
3
πθ  و ≠

2
3
πθ ≠ −  

2      نضع 
1'

1
z

z z
=

+ +
  

)تحقق أن )     أ )21 1z z z z z+ + = + + 

 

 



 

  θ بدلالة z'أجسب معبار وعمدة )     ب
z'نضع )      ج x iy= ) حيث + ) 2;x y ∈  

)         بين أن  )22 2 1 2x y x+ = −  

  . تنتمي الى هذلول يتم تحديد مرآزه و رأسيه و مقاربيهz' ذات اللحق Mاستنتج أن النقطة )   د    
  )نقط10 (4التمرين  

        (Iنعتبر fبـ * على الدالة المعرفة  :( )
xef x
x

−
=  

   عند محدات مجموع تعريفها fأحسب نهايات  -1
  fأدرس تغيرات -2
)ليكن  -3 )C المنحنى الممثل للدالة fظم في معلم متعامد ممن 

)أدرس الفروع اللانهائية للمنحنى ) أ )C  

)ج أنشئ  )C  

        (II لتكن ( )nuالمتتالية العددية المعرفة بـ  :( ) ( )2
1 0; 1nu

n n n nn u u f u u e u−
+∀ ∈ = = =  

)بين أن  -1 ) 1xx e x∀ ∈ ≥ +  

)استنتج أن  -2 )20
1
xx x f x
x

∀ ≤
+

 

باستعمال البرهان بالترجع بين أن ) أ -3
10

1nn u
n

∀ ∈ ≤
+

≺ 

)بين أن ) ب )nu متقاربة وحدد نهايتها   

:     * من n نضع من أجل آل -4            
1

0

n

n k
k

v u
−

=
= ∑  

*:  بين أنه -               أ 1lnn
n

n v
u

 
∀ ∈ =  

 
  

) حدد نهاية -              ب )nv  

        (IIIة  نعتبر الدال Fعلى ة  المعرف [   :بما يلي ∞+;0]

                                                ( ) ( )
2

2

4
0

x

x
F x f t dt x= ) و ∫ ) ( )0 2ln 2F =  

)أن تحقق ) أ -1 ) ( )
2

2

4 10 2ln 2
x

x
x dt

t
∀ =∫ 

1) باستعمال نتيجة )ب     II− ،  بين أن( )0 1 0tt t e−∀ − ≤ − ≤  

)بين أن ) أ -2 ) ( )20 3 2ln 2 0x x F x∀ − − ≤≺ 

  0اليمين في  قابلة للاشتقاق على و متصلة Fاستنتج أن) ب   
)بين أن ) أ -3 )1 tt f t e−∀ ≥ ≺  

)استنتج )     ب )lim
x

F x
→+∞

  

[ على قابلة للاشتقاق Fأبين أن )  أ-4 ) و أحسب ∞+;0] )'F x  

  Fأعط جدول تغيرات )     ب
  . في معلم متعامد ممنظمFC  المنحنى أنشئ)     ج

[ الدالة المعرفة على Gلتكن  -5 )    : بـ∞+;0] ) ( )4
ln

x t
x

G x e t dt−= ∫  

 

 
 
 
 
 

 
 

3/2صفحة



 

  
)بين أن   ) أ ) ( ) ( ) ( )40 ln 4 lnx xx G x F x e x e x− −∀ = − +  

)أحسب   ) ب ) ( )4

0
lim lnx x

x
e e x

+

− −

→
− 

)ج تاستن  ) ت )
0

lim
x

G x
+→

 

 
 
 
 
 

 
 

3/3صفحة



 

Exercice 1 (3 points) 

1 Congruence de n 

a. n impair implique n2 congru à 1 modulo 8 
Soit  un entier impair, n
Il existe donc un entier  tel que , d’où k 2n k= +1 12 24 4 1 4 ( 1)n k k k k= + + = + + . 
Si  est pair alors  est impair et si  est impair alors k 1k + k 1k +  est pair, donc dans tous les cas,  

 est pair, c’est à dire qu’il existe un entier ( 1k k + ) p  tel que ( 1) 2k k p+ = . 

On en déduit alors que , autrement dit . 2 8n p= +1 2 1 [8]n ≡
 

Finalement, si  est un entier naturel impair, alors  est congru à un modulo huit. n 2n

b. n pair implique n2 congru à 0 ou à 4 modulo 8 
Soit  un entier pair. n
Il existe alors un entier  tel que , soit . On distingue alors deux cas, k 2n = k 22 4n k=
 
>> Premier cas 

Si  est pair, alors il existe un entier k p  tel que 2k p= , d’où  2 2 2 24(4 ) 16 0 [8]n p p n= = ⇒ ≡
 
>> Deuxième cas 
Si  est impair, alors il existe un entier k p  tel que 2k p 1= + , d’où, 
2 2 2 24(2 1) 16 16 4 16( ) 4n p k k k k= + = + + = + +  

Comme  est divisible par 8 , alors . 216( )k k+ 2 4 [8]n ≡
 

Finalement, si  est un entier naturel pair, alors  est congru à zéro ou à quatre modulo huit. n 2n

2 Un carré parfait 

a. a2 + b2 + c2 n’est pas un carré parfait  
a , b  et c  sont trois entiers naturels impairs. 

D’après la question 1.a, on a et , d’où . 2 21 [8] , 1 [8]a b≡ ≡ 2 1 [8]c ≡ 2 2 2 3 [8]a b c+ + ≡
D’après la question 1, un carré parfait est congru à zéro, à un ou à quatre modulo huit, donc 

 n’est pas un carré parfait. 2 2 2a b c+ +

2
 

2 2a b c+ +  n’est pas un carré parfait. 

b. 2(ab+bc+ac) est congru à 6 modulo 8 

On a , 2 2 2 2( ) 2(a b c a b c ab ac bc+ + = + + + + + )

 
2



D’où . 2 2 2 2( ) ( ) 2(a b c a b c ab ac bc+ + − + + = + + )
Comme , b  et c  sont trois entiers naturels impairs alors a a b c+ +  est aussi impair. 

D’après la question 1.a, on a . 2( ) 1a b c+ + ≡ [8]

D’après la question 2.a, on a . 2 2 2 3 [8]a b c+ + ≡

Donc,  2 2 2 2( ) ( ) 2( ) 1 3 [8] 2 [8] 6 [8]a b c a b c ab ac bc+ + − + + = + + ≡ − ≡ − ≡
 

2( )ab ac bc+ +  est congru à 6 modulo 8. 

c. 2(ab + bc + ac) n’est pas un carré parfait 
d’après la question 1, un carré parfait est congru soit à zéro, soit à quatre modulo huit, comme 

 alors 2(  n'est pas un carré parfait. 2( ) 6 [8]ab ac bc+ + ≡ )ab ac bc+ +

d. ab + bc + ac n’est pas un carré parfait : 
D’après la question 2.b, on a , donc il existe un entier naturel 2( ) 6 [8]ab ac bc+ + ≡ p  tel que 

, autrement dit, 2( ) 8 6ab ac bc p+ + = + 4 3ab ac bc p+ + = + . 
D’où, . 3 [4]ab ac bc+ + ≡
 
Montrons maintenant qu’un carré parfait est congru soit à zéro soit à un modulo quatre. 
Soit  un entier naturel, n
>> Si n  est impair, alors il existe un entier  tel que , d’où 

. 

k 2n k= +1
1 1 [4]n k k n+ ⇒ ≡

k

2 2 24 4= +

>> Si n  est pair, alors il existe un entier  tel que k 2n = , d’où . 2 2 24 0n k n= ⇒ ≡ [4]
 
>> Conclusion 
Un carré parfait est congru soit à zéro soit à un modulo quatre, comme  alors 

 n’est pas un carré parfait. 
3 [4]ab ac bc+ + ≡

ab ac bc+ +
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Exercice 2 (3 points) 

1 Une structure algébrique 

a. Produit de deux matrices 
Soient a  et  deux réels non nuls, on a, b

1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3
1 1 10 0 0

a b

aa a b b ab b a
a b b bM M

a b ab

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛− − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜× = =

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

a
⎞⎞− ⎟⎟
⎠⎟
⎟
⎟
⎠

 

Or 
1 1 1 1 1 1 1

3 3 3 3
a a ab a ab ab

b a b b ab abb
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛− + − = − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

, d’où, 

 
1 1
3

10
a b a

ab ab
ab

bM M M

ab

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟× = =

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

b. ϕ est un morphisme 

ϕ  est l’application définie de  dans  par * E ( ) aa Mϕ = . 

Montrer que ϕ  est un morphisme de ( * ; )×  dans );( ×E  revient à montrer que ( ) ( ) (ab a b)ϕ ϕ ϕ= . 

On a ( ) ab a bab M M Mϕ = = ×  d’après la question précédente, donc ( ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ= . 

c. Structure algébrique de l’ensemble E 

L’application ϕ  est bijective, comme  est un groupe multiplicatif alors  est aussi un groupe 
multiplicatif. 

* E

2 Un groupe 

a. Produit de deux matrices 
Soient a  et  deux réels non nuls, on a, b

1 11 1 1 1
3 33 3

13 33 3
a b

a bab b a b aa a b b a ba bN N
ab ab a b aba a b b b

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟× = =⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ − + − − +− − − − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1
a
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d’où, 

1
3

0
a b

a

b b a
a a bN N M

a
b

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟× = =

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b . 

 

b. G est un groupe 
1/  est stable par la loi  : G ×
 
On a  et on propose de montrer que  muni de la multiplication est un groupe. FEG ∪= G
Soient x  et  deux éléments non nuls de G . y
 Si x  et  sont dans , comme  est un groupe (y E E question 1.c) alors x y E× ∈  (produit de deux 

matrices 2x2 donne une matrice 2x2) et à fortiori x y G× ∈ . 

 Si x  et  sont dans  alors il existe deux réels non nuls  et  tels que y F a b ax N=  et by N=  et 

donc a b b
a

x y N N M F× = × = ∈ , d’où x y G× ∈ . 

 Si x  est dans  et  est dans , alors il existe deux réels non nuls  et  tels que F y E a b ax N=  et 

, d’où by M= (a b a ab a a ab
a

x y N M N M N N N× = × = × = × × ) , d’après la question 2.a. 

Alors, ( )a a abx y N N N× = × × , (le produit matriciel étant associatif). 

Or 1a a a
a

N N M M I× = = = 2 ⎟, avec  (Matrice identité). 2
1 0
0 1

I
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

D’où 2 ab abx y I N N F× = × = ∈  et à fortiori x y G× ∈ . 

 Si x  est dans  et  est dans , alors il existe deux réels non nuls  et b  tels que E y F a ax M=  et 

, d’où : by N=

1 2( )a b b b b b b b b b b b b
a a a b a a a

x y M N N N N N N N N M N M N I N F
⎛ ⎞
⎜ ⎟× = × = × × = × × = × = × = × = ∈
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
donc, x y G× ∈ . 

 
2/  admet un élément neutre : G
 

De plus 2 1I M G= ∈   et 2 2

2 2

a a a

a a a

M I I M M
N I I N N

× = × =⎧
⎨ × = × =⎩

2, donc I  est l’élément neutre de G . 

 
3/ Les éléments de G  sont inversibles : 

On a  donc l’inverse de  par la loi 1a aN N M I× = = 2 aN ×  est  (aN
1

2( )a aN N I−× = ) et est donc 

dans G . 

 
5



De même, 1a
a

2M M I× = , donc l’inverse de aM  par la loi ×  est 1
a

M  et est donc dans . G

c. Le groupe G est-il commutatif ? 
Soient  et  deux éléments de G  et soient  et  deux réels non nuls. aN bN a b
Si le groupe G  est commutatif alors a b bN N N Na× = ×  autrement dit b a

a b

M M= . 

Or en prenant  et , on a : 1a = 2b =

2 2
1

32
2 3
10
2

M M

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 et 1
2

1 3
2 2 3
0 2

M
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

donc b a a b b
a b

aM M N N N≠ ⇒ × ≠ ×N . 

 
G  n’est pas un groupe commutatif. 
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Exercice 3 (3 points et ½) 

1 Résolution d’une équation 
Le discriminant du polynôme  et négatif et vaut 2 1z z+ + 3− , l’équation  admet donc deux 
racines complexes conjugués notés  et  avec : 

012 =++ zz
1r 2r

 

1
1 3
2
ir − −

=  et 1
1 3
2
ir − +

= . 

2 Un ensemble de points 

a. Une égalité 
Soit , 0z ≠

On a 2 11 1z z z z
z

⎛ ⎞+ + = + +⎜
⎝ ⎠

⎟ , comme z a ib= + , alors 2
1

| |
a ib

z z
−

= . 

Or dans le cadre de cet exercice, on a | | 1z =  donc 
1 a ib z
z
= − =  d’où 

l’égalité 2 1 (1z z z z z+ + = + + ) . 

b. Le module et un argument de z’ 

On a '
2

1 1
(1 )1

z
z z zz z

= =
+ ++ +

 

Comme iz e θ=  alors 
1 ie
z

θ−= , de plus on a 2cos( )z z θ+ =  d’où, 

' 1 1 1 1| |
1 2cos( )(1 ) 1

z
zz z z z z θ

= = × =
++ + + +

 

et ' 1 1 1 1arg( ) arg arg arg arg
1 2cos( )1

z
z zz z θ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ++ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎟ , on distingue alors deux cas, 

>> Premier cas 

1 2cos( ) 0θ+ > , alors ' 1 1arg( ) arg arg [ ]
1 2cos( )

z
z

θ π
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞= + = − ≡⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

>> Deuxième cas 

1 2cos( ) 0θ+ < , alors ' 1 1arg( ) arg arg [ ]
1 2cos( )

z
z

θ π π
θ

⎛ ⎞−⎛ ⎞= + = − − ≡⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

c. Une égalité  

On pose  avec  et on propose de montrer que . yixz +=' 2( ; )x y ∈ 222 )21( xyx −=+
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On a ' 1 1 1 cos( ) sin( ) cos( ) sin( )(cos( ) sin( ))
1 2cos( ) 1 2cos( ) 1 2cos( )1

i iz i
z z z

θ θ θθ θ
θ θ

θ
θ

− −
= × = − + − × = =

+ + ++ +
 

Comme , alors yixz +='
cos( )

1 2cos( )
x θ

θ
=

+
 et 

sin( )
1 2cos( )

y θ
θ

−
=

+
. 

D’où, 
2 2

2 2
2 2

cos ( ) sin ( ) 1
(1 2cos( )) (1 2cos( ))

x y θ θ
θ θ

+
+ = =

+ +
, 

Il reste à montrer que 2
2

1(1 2 )
(1 2cos( ))

x
θ

− =
+

 ;-) 

On a 
2 2

2 2cos( ) 1(1 2 ) 1
1 2cos( ) 1 2cos( )

x θ
θ θ

⎛ ⎞ ⎛
− = − =⎜ ⎟ ⎜+ +⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

, CQFD. 

 

Finalement, . 222 )21( xyx −=+

d. L’ensemble des points M 

Le point M  est le point d’affixe , il s’agit de montrer que cet ensemble de points appartient à une 
hyperbole que l’on caractérisera. 

'z

On a d’après la question précédente, , soit, 222 )21( xyx −=+

2 2 2 2 2 4 1(1 2 ) 3 4 1 3
3 3
xy x x x x x⎛ ⎞= − − = − + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

2 22 2 4 3 2
3 3 9 9 3
y x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1
9

, 

2 22 1
3 3

yx⎛ ⎞− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠ 9

 

2
229 3

3
x y⎛ ⎞− − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
1  

2

2

2 2

2
3 1
1 1
3 3

x
y

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠ − =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 

On reconnaît alors l’équation d’une hyperbole dont le foyer est le point de coordonnées 
2 ,0
3

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟ , de demi 

axe transverse 
1
3

 et de demi axe non transverse 
1
3

. 
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Exercice 4 (10 points et ½) 

I   Etude de ƒ 

f  est la fonction définie sur par * ( )
xef x
x

−
= . 

1 Limites de ƒ aux bornes de son ensemble de définition 
>> Limite de f  au voisinage de  −∞
Dans un soucis de clarté, on pose , on a alors , y = −x

lim ( ) lim lim lim
x y y

x x y y

e e ef x
x y y

−

→−∞ →−∞ →+∞ →+∞
= = = −

−
= −∞ ,  

 
d’où, lim ( )

x
f x

→−∞
= −∞ . 

>> Limite de f  à gauche de zéro 

0 0
lim ( ) lim

x

x x

ef x
x−

−

→ →
=

−
, comme 

0
lim 1x

x
e

−
−

→
=  et 

0
lim 0
x

x
−

−

→
= , 

 
Alors, 

0
lim ( )
x

f x
−→

= −∞ . 

>> Limite de f  à droite de zéro 

0 0
lim ( ) lim

x

x x

ef x
x+

−

→ →
=

+
, comme 

0
lim 1x

x
e

+
−

→
=  et 

0
lim 0
x

x
+

+

→
= , 

 
alors  

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞ . 

>> Limite de f  au voisinage de  +∞

1lim ( ) lim lim 0
x

xx x x

ef x
x x e

−

→+∞ →+∞ →+∞
= = = . 

 
lim ( ) 0
x

f x
→+∞

= . 

2 Variations de ƒ 
 
>> Expression de la dérivée 

La fonction xx e−  est dérivable sur . *

La fonction 
1x
x

 est également dérivable sur . *
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Donc  est dérivable sur  et f * '
2 2

( 1)( )
x x xxe e e xf x
x x

− − −− − − +
= = , . *x∀ ∈

>> Signe de la dérivée 

Comme pour tout réel x  dans ,  et , alors le signe de * 2 0x > 0xe− > 'f ne dépend que de celui de 

, c’est à dire que  sur ( 1x− + ) '( ) 0f x < ] [1,− +∞ ,  sur ' ( ) 0f x > ] [, 1−∞ −  et . ' ( 1) 0f − =
 
>> Tableau de variations 
 
x  −∞  1−  0  +∞
' ( )f x  + - - 

 
 
( )f x  

 
 

1
e

 
 
 
 
−∞  

 
 
 
 
 
 

−∞

+∞   
 
 
 
 
 

0

3 Branches infinies et construction de C 

a. Nature des branches infinies de C 
 
>> Puisque , alors la courbe  admet l’axe des abscisses comme asymptote 

horizontale au voisinage de + l’infini. 

lim ( ) 0
x

f x
→+∞

= C

 
>> Puisque , alors la courbe C  admet l’axe des ordonnées comme asymptote 

verticale. 
0

lim ( )
x

f x
−→

= −∞

 
>> Puisque , alors la courbe C  admet l’axe des ordonnées comme asymptote 

verticale. 
0

lim ( )
x

f x
+→

= +∞

 

>> Comme lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ , il faut calculer 
( )lim

x

f x
x→−∞

. 

On a 2
( )lim lim

x

x x

f x e
x x

−

→−∞ →−∞
= = +∞ , donc la courbe C  admet au voisinage de – l’infini une branche 

parabolique. 
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b. Représentation graphique de la courbe C 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C

II Etude de la suite (un) 

1 Une inégalité 
Il s’agit de montrer que pour tout réel x  on a , pour cela il 
différence entre les deux membres de cette inégalité. 

1xe x≥ +

Posons  et montons que ( ) 1xd x e x= − − , ( ) 0x d x∀ ∈ ≥ . 

d  est dérivable sur  et , on en déduit facilement que : ' ( ) 1xd x e= −

  s’annule pour . 'd 0x =
  sur l’intervalle [ [ . ' 0d ≥ 0,+∞

  sur l’intervalle ' 0d ≤ ] ],0−∞ . 

 

f

suffit d’étudier le signe de la 
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>> D’où le tableau de variations de la fonction  d
 
x  −∞  0  +∞
' ( )d x  - + 

 
 
( )d x  

 
 

 
 
 
 

0  
 
On voit d’après le tableau de variations ci-dessus que  admet un minima en  et que d 0x = (0) 0d = . 
 

Conclusion : Pour tout réel x  on a ( ) ( 1) 0xd x e x= − + ≥  d’où . 1xe x≥ +
 
>> Nota 
 
On peut montrer cette inégalité de la manière suivante : 

0x∀ ≥ , on a  ;-) 
00 0

1 1
x x xx t t x xe e dt dt e x e x e x⎡ ⎤≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ +⎣ ⎦∫ ∫ 1

2 Une autre inégalité 

On propose de montrer que pour tout réel x  strictement positif on a 2 ( )
1
xx f x
x

≤
+

, pour cela et comme 

indiqué dans l’énoncé, on utilise l’inégalité établie à la question précédente, c’est à dire, 

1xe x≥ +   ⇒  
1 1

1x xe
≤

+
, pour tout   ⇒0x > 1

1
xe

x
− ≤

+
 car 

1 x
x e
e

−= . 

On divise les deux côtés de cette inégalité par x  pour faire apparaître l’expression de ( )f x  ( x  étant 
strictement positif --> division autorisée + pas de changement de sens pour l’inégalité). 

Il vient, 
1
( 1)

xe
x x x

−
≤

+
,  0x∀ >

 

On multiplie finalement les deux côtés de cette inégalité par 2x et on obtient 2 ( )
1
xx f x
x

≤
+

. 

3 Limite de (un) 

a. Encadrement de un 

Il s’agit de prouver par récurrence que pour tout entier naturel , on a n 10
1nu n

< ≤
+

. 

>>  0nu >
Pour , on a , donc la relation est vraie à l’ordre zéro. 0n = 0 1 0u = >
On suppose que la relation est vraie à l’ordre , c’est à dire que u  et on s’intéresse à l’ordre n 0n > 1n + . 
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On a , d’après l’hypothèse de récurrence on sait que , de plus  

(l’exponentielle étant toujours positive), on en déduit alors que , La relation est vraie à l’ordre 

. Elle est donc héréditaire. 

1 nun nu u e−+ = 0nu > 0nue− >

1 0nu + >

1+n
 

>> 
1
1nu n

≤
+

 

Pour , on a  et 0n = 0 1u =
1 1
0 1

=
+

 donc la relation est vraie à l’ordre zéro. 

On suppose que la relation est vraie à l’ordre n , c’est à dire que 
1
1nu n

≤
+

 et on s’intéresse à l’ordre 

. 1n +
On a , or nous avons montré à 2

1 ( )n nu u f u+ = n la question précédente que pour tout réel x  strictement 

positif, on a 2 ( )
1
xx f x
x

≤
+

 et comme  alors 0nu > 2 ( )
1

n
n n

n

uu f u
u

≤
+

. 

D’après l’hypothèse de récurrence on a 
1
1nu n

≤
+

, de plus la fonction 
1
xx
x +

 est croissante sur 

] [0,+∞  (pas de changement de sens pour l’inégalité). 

L’inégalité 2 ( )
1

n
n n

n

uu f u
u

≤
+

 devient alors, 

2
1
1( ) 1 1
1

n n
nu f u

n

+≤
+

+

 2 1( )
2n nu f u

n
⇒ ≤

+
, la relation est vraie à l’ordre , elle est donc 

héréditaire. 

1n +

 
 

Finalement, pour tout entier naturel , on a n 10
1nu n

< ≤
+

. 

b. Convergence et limite de la suite (un) 

On utilise l’encadrement de  démontré à nu la question précédente, c’est à dire 
10
1nu n

< ≤
+

 et on 

passe à la limite (notons que le passage à la limite fait changer les inégalités strictes en inégalités larges), 

On a, 
10 lim lim
1nn n

u
n→+∞ →+∞

≤ ≤
+

, comme 
1lim 0
1n n→+∞
=

+
 alors d’après le théorème des gendarmes, 

on a . lim 0n
n

u
→+∞

=

 
La suite  est donc convergente et sa limite vaut zéro. ( )nu
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4 Etude de la suite (vn) 

a. Une autre expression de vn 

La suite (  est définie pour tout entier naturel n  non nul par )nv
1

0

n

n

k

v
−

=

= ku∑ , on propose de montrer que 

1lnn
n

v
u

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

On part de l’expression de , c’est à dire ( )nu 1
1

n
n

u
nu u e −

−
−

=  et on « compose avec le LN » des deux 

côtés de l’égalité, (notons que d’après la question II.3.a on a ). 0nu >

1 1
1 1 1 1ln( ) ln( ) ln( ) ln( ) ln( )n n

n n n
u u

n nu u e u e u− −
− − −

− − u −= = + = −

ku

. 

On passe à la somme, terme à terme, 

1 1
1 1 1

ln( ) ln( )
n n n

k k
k k k

u u − −

= = =

= −∑ ∑ ∑  

1 2 3 0 1 2 1
1

ln( ) ln( ) ln( ) ... ln( ) ln( ) ln( ) ln( ) ... ln( )
n

n n
k

u u u u u u u u u 1k− −

=

+ + + + = + + + + −∑ . 

Après simplification, il reste, 

0 1
1

ln( ) ln( )
n

n k
k

u u u −

=

= −∑  

Comme , alors , de plus 0 1u = 0ln( ) 0u =

1

1 0 1 2 1
1 0

...
nn

k n
k k

u u u u u u
−

− −

= =

k nv= + + + + = =∑ ∑  

(décalage d’indice). 
 

Alors, 
1ln( ) lnn n
n

v u
u

⎛ ⎞
= − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  étant strictement positif. nu

b. Limite de (vn) 

Nous savons d’après la question II.3.a que lim n
n

u
→+∞

= +∞ , d’où 
1lim 0

n nu→+∞
= . 

Comme 
1lnn
n

v
u

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟  alors 

1lim lim lnn
n n n

v
u→+∞ →+∞

⎛ ⎞
= = −∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 
La suite (  est divergente et )nv lim n

n
v

→+∞
= −∞ . 
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III Etude de F  

F  est la fonction définie sur l’intervalle [ [0,+∞  par 

2

2

4
( ) ( ) 0

(0) 2ln(2)

x

x
F x f t dt x

F

⎧
⎪ = >
⎨
⎪

=⎩

∫ . 

1 Un encadrement 

a. Valeur d’une intégrale 

On a ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2
2

4
4 2 2 2 2 2ln ln 4 ln ln 4 ln ln ln(4) ln 2 2ln(2)

x
x
x

x

dt t x x x x
t

⎡ ⎤= = − = + − = = =⎣ ⎦∫ . 

b. Encadrement de e- t – 1 

>>  1te t− − ≥ −
A la question II.1 on a montré que pour tout réel x , on a . 1xe x≥ +
Posons x t= − , l’inégalité devient alors , autrement dit 1te t− ≥ − + 1te t− − ≥ − . 
 

>>  1 0te− − ≤

On a . 0 0 1 1t tt t e e− −> ⇒ − < ⇒ < ⇒ − < 0
 

Finalement, pour tout réel t  strictement positif,  on a 1 0tt e−− ≤ − ≤ . 

2 Continuité et dérivabilité de F à droite de zéro 

a. Encadrement de F(x) – 2ln(2) 
Il s’agit de montrer que pour tout réel x  strictement positif, on a 23 ( ) 2 ln(2)x F x 0− ≤ − ≤ , pour cela on 
utilise l’encadrement établit à la question précédente : 

0t∀ > , on a . 1 0tt e−− ≤ − ≤
On divise ensuite les membres de cette inégalité par t  ( t  est strictement positif) ce qui donne : 

11 0
te
t t

−
− ≤ − ≤ . 

On intègre ensuite cette inégalité sur l’intervalle 2 2, 4x x⎡ ⎤
⎣ ⎦ , il vient : 

2 2 2

2 2 2

4 4 4
0

x x xt

x x x

e ddt dt
t t

−
− ≤ − ≤∫ ∫ ∫ t

, autrement dit 

2 2

2 2

4 4
( ) 0

x x

x x

dtdt F x
t

− ≤ − ≤∫ ∫  

On a vu à la question III.1.a que 

2

2

4
2ln(2)

x

x

dt
t
=∫ , de plus , d’où, 

. 

2

2

4
23

x

x
dt x− = −∫

23 ( ) 2 ln(2)x F x− ≤ − ≤ 0
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Finalement, 23 ( ) 2 ln(2)x F x 0− ≤ − ≤ . 

b. Continuité et dérivabilité de F à droite de zéro 
>> Continuité de  à droite de zéro F
 
Il s’agit de montrer que 

0
lim ( ) (0)
x

F x F
+→

= , pour cela on utilise l’encadrement de la question 

précédente. 

On a  23 ( ) 2 ln(2)x F x− < − ≤ 0
On passe à la limite (notons que le passage à la limite fait passer les inégalités strictes en inégalités 
larges). 

( )2

0 0
lim 3 lim ( ) 2 ln(2) 0
x x

x F x
+ +→ →
− ≤ − ≤  

Comme  alors d’après les théorème des gendarmes, on a , 

d’où . 

2

0
lim 3 0
x

x
+→
− = ( )

0
lim ( ) 2 ln(2) 0
x

F x
+→

− =

0
lim ( ) 2ln(2) (0)
x

F x F
+→

= =

F  est donc continue à droite de zéro. 
 
>> Dérivabilité de  à droite de zéro F
On part également de l’encadrement 23 ( ) 2 ln(2)x F x 0− < − ≤  et on fait apparaître le taux 
d’accroissement de  à droite de zéro. F

0x∀ > , on a,  

0 0

( ) 2 ln(2) ( ) (0) ( ) (0)3 0 3 0 lim 3 lim
0 0x x

F x F x F F x Fx x x
x x x+ +→ →

− −
− < ≤ ⇒ − < ≤ ⇒ − ≤ ≤

− −
0−

 

Comme  et 
0

lim 3 0
x

x
+→
− = '

0

( ) (0)lim (0)
0x

F x F F
x+→

−
=

−
 alors d’après les gendarmes : 

 

F  est dérivable à droite de zéro et ' (0) 0F = . 

3 Limite de F au voisinage de + l’infini 

a. Majoration de ƒ(t) 
Pour tout réel , 1t ≥ ( )f t  est majorée par te−  : 

11 1
t

tet
t t

−
−≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ e

e

, notons que l’exponentielle est positive donc l’inégalité ne change pas de 

sens ;-) 

Finalement, 1 ( ) tt f t −≥ ⇒ ≤ . 
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b. Limite de ƒ au voisinage de + l’infini 

Nous venons de montrer que pour tout réel , on a 1t ≥ ( ) tf t e−< , de plus ( ) 0
tef t
t

−
= > , on en déduit 

alors que 0 ( ) tf t e−< < . 

On intègre ensuite cette inégalité sur l’intervalle 2 2, 4x x⎡ ⎤
⎣ ⎦ , il vient, 

2 2

2 2 2

4 4 4
0 ( ) 0 ( )

x x x
t t

x x x

2

f t dt e dt F x e dt− −< < ⇒ < <∫ ∫ ∫ . 

Par ailleurs, , d’où ( )
2

2 2 2

2
2

4
4 4[ ]

x
xt t x
x

x
e dt e e e− − − −= − = − −∫ x ( )2 240 ( ) x xF x e e− −< < − − . 

On passe à la limite, ( )2 240 lim ( ) lim x x
x x

F x e e− −

→+∞ →+∞
≤ ≤ − − . 

Comme  alors d’après les gendarmes, on a : ( 2 24lim 0x x
x

e e− −

→+∞
− − ) =

 
lim ( ) 0
x

F x
→+∞

= . 

4 Variations de F 

a. La dérivée de F 
On commence par justifier la dérivabilité de  sur l’intervalle F [ [0,+∞  et on donnera ensuite 

l’expression de . ' ( )F x
D’après la question III.2.b, on a  dérivable à droite de zéro. F

Notons  la primitive de la fonction H :
tef t
t

−
 sur l’intervalle ] [0,+∞  s’annulant en 1x = , donc : 

1
( )

x teH x dt
t

−
= ∫ . 

Nous avons  donc  est dérivable sur 2( ) (4 ) ( )F x H x H x= − 2 F ] [0,+∞  (car composée de fonctions 

dérivables :  , H 24x x  et 2x x ). 
 
>> Conclusion 
 
F  est dérivable sur  et [ [0,+∞

( )2 2
2 2 2 2 44 4

'
2 2

22 2( ) 8 2
4

x xx x x x e ee e e eF x x x
x x xx x

− −
− − − − −

= × − × = − = . 
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b. Variations de F 

>> Signe de  'F
Le dénominateur de  étant positif sur 'F *

+ , le signe de dérivée est celui de 
2 24x xx e e− −− . 

Or pour tout réel , on a 0x ≥
2 22 2 2 2 44 4 x xx x x x e e− −≥ ⇒ − ≤ − ⇒ ≤  car xx e  est croissante. 

D’où  est décroissante. 
2 24 '0 ( ) 0x xe e F x− −− ≤ ⇒ ≤ ⇒ F

 
>> Tableau de variations de  F
 
x  0  +∞
' ( )F x  - 

 
( )F x  

2ln(2)  
 
 

0

c. Représentation graphique de CF 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C

5 Limite de G 

G  est la fonction définie sur ] [0,+∞  par G x( ) =

dt

a. Une autre expression de G 

On intègre par parties l’expression 
4

ln( )
x

t

x
e t−∫

 

F

. 
4

ln( )
x

t

x
e t dt−∫

 en posant : 
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'

'

1( ) ln( ) ( )

( ) ( )
t

t

u t t u t
t

v t e v t e
−

−

⎧= =⎧⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
=⎪ ⎪⎩ = −⎩

, 

Ce qui donne ( ) (
44 4( ) ln ln(4 ) ln( )
x txt x

x x

eG x t e dt x e x e F x
t

−
− −⎡ ⎤= − + = − + +⎣ ⎦ ∫ )x−  pour tout  

. 0x >
 

Finalement, pour tout réel x  strictement positif, on a bien ( ) 4( ) ln(4 ) ln( )x xG x F x e x e x− −= − + . 

b. Une limite 

Valeur de . ( )
0

4lim ln( )
x

x xe e x
+→

− −−

Pour tout  x  strictement positif on a ( )
4

4 ln( ) ln( )
x x

x x e ee e x x
x

x
− −

− − −
− = × . 

On sait que  et on calcule la valeur de 
0

lim ln( ) 0
x

x x
+→

=
0

4
lim
x

x xe e
x+→

− −−
. 

On pose 4( ) x xl x e e− −= − , notons que (0) 0l =  et que  est dérivable, donc, l

'

0 0

4 ( ) (0)lim lim (0)
0x x

x xe e l x l l
x x+ +→ →

− −− −
=

−
= ( ) 4, par ailleurs ' 4x xe el x − −= − + ' (0) 3, d’où l = . 

 

Finalement, ( )
0 0

4
4lim ln( ) lim ln( ) 3 0 0

x x

x x
x x e ee e x x x

x+ +→ →

− −
− − ⎛ ⎞−

− = × = ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= . 

c. Limite de G(x) à droite de zéro 
On a montré à la question III.5.a que pour tout  on a  0x > ( ) 4( ) ln(4 ) ln( )x xG x F x e x e x− −= − + , 

autrement dit, 

( ) ( ) ( ) ( )4 4( ) ln(4) ln( ) ln( ) ln(4) ln( ) 4x x xG x F x e x e x F x e x e e− − − −= − + + = − + −x x− . 

Soit ( ) ( )4 4

0 0 0 0
lim ( ) lim lim ln(4) lim ln( )x x x

x x x x
G x F x e x e e

+ + + +

− −

→ → → →
= − + − − . 

On sait que ( )
0

lim (0) 2 ln(2)
x

F x F
+→

= = , on sait également d’après la question précédente que 

.  ( )
0

4lim ln( ) 0
x

x xe e x
+→

− −− =

D’où, 
0

lim ( ) 2 ln(2) ln(4) 2 ln(2) 2 ln(2) 0
x

G x
+→

= − = − = . 

 
 

FIN 
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 )��ن و��� �� (   ا�ول ا������  
 

ي آ��� ���     ��� ا������ ����� ������ 10آ�ات ����ء و 10�� .آ�ات  ��اء � 
     �"� ���     إذا آ�". ا���ة ا����
�-  ��اء ",�+ه� إ�� ا���� وإذا . ' �&
ا%�� آ�ة #� ا�

��� �' آ�ة #� ا�آ�ات  ��اء 34 "��3��� آ�". ����ء "�1 �+��� 0/ ا. 
�   أ )1   
ن ا����8ن ا����
���ن  ��او�8 /� .�' ا� ���ل �

ن ا����8ن ا�ل �' ا� ��� أ) 2  �8 /�� � �
���ن ����و��. 
� #;��  أ) 3  �"
� �
ن ا����8ن ا����
���ن #�8 /�� �' ا� ���ل ��<. 

ن ا��� أ  )4  �8 /��ة ا@و�� ا����
�- ����ء ���� �?ن ا���ة ا�<�"�- ' ا� ���ل �

 ا����
�- ����ء

 
 )��ط3 (  ا����� ا������  
�× A 0/ ) ا      ):   ا��,�د�- � ): 3 2 1E x y− = 
    2 (����n  م+,�# ��E ��,�FG ����H دا+� . 

14) أن ا��وج  ���-أ         3 , 21 4)n n+ )  A ���,�د�- + )E . 
� +,� اM���L أن ا-ب        14د 3n 21 و + 4n  . ���� ��أو���ن ���0  +
  3 ( ����d +,�� �Fك ا@آ��3 ا��&M�Oا� 
�ه2د 1n 21 و + 4n + . 

1  ��� أن -أ      d 13d  أو = = .   
]:  أن   ��� -ب       ]13 6 13d n= ⇔ ≡   

  4 (/,�FG ح��H د+� Aآ AQأ �# n R��� 2n ≥  1�": 
   221 17 4A n n= − 3  و  − 228 8 17 3B n n n= − − − 
�  -أ     � أن ا�,+د�� A و B ���S��O�� ��� -��  1n −  -�
�T0/ ا��� . 
�  3�S 'n �  +  -ب       . B و Aا�3M�O ا��&��ك ا@آ�F ��,+د
 

 
 )  ��ط4 (   ا����� ا������  
 

)+ي #��
ب إ�� #,�# 3�O 3V��# +#�,ا����
ى ا�,      , , )O u v
� �

  
      ����a �+
��ه ا��FTي هX م+,�# ��E �+O� دا:a iα β= + . 
   1 ( ����( )H  طOا�� -�
�T#M  /�ا����O�z  ZO� :  2 2 2 2( ) ( )z z a a− = −. 

)  +د �FG,- -أ        )H . 
)"&] أ -ب        )H  -���0:1/ ا�a i= + . 
   2(  ���� ( )CطOا�� -�
�T# M ا�� /� ��O� z  ZO� :   ( )( ) 4z a z a aa− − =. 

)  + �FG,- -أ        )C.  
)"&] أ -ب        )C  -���0:1/ ا�a i= + . 

   3(  -�
�T�0 ا�� �F�," �  -�Vا�� ،:       
2 2 2 2( ) ( )

( ) :
( )( ) 4

z z a a
S

z a z a aa

 − = −


− − =
 

uو"�1          z a= −   
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)��V- ا� أن ��� -أ      )S  80] ا��      -�V��3 2

4
( ') :

( 2 )( 8 ( ) ) 0

u u aa
S

u a u a a

=
 + − =

 

ia "�1-ب       re θ=  R�    0r π و  < θ π− < ≤  . 
) 1 أ���ق "Oط θ G�O8  و r +د �+��-           )C و ( )H. 

)ن 1G�O8 أ اM���L -ج      )C و ( )H ط هO" 4_ث ���� .وس ��<�R #���وي ا@c_ع ؤ ر/

 

 ) ��ط و ��� 10   (  ا��ا�� ا������  
 

I        -  ����  f و g �ا�,+�ا�+ا� ���د/� ��� �� ا��,�0��: 

                     ln 2( ) 4 2xf x xe −=    و  −
ln(2 )

( )
x

g x
x

=   

      ��)و�� )C و ( )Γ  �� +ا��ا�������� ا���<�����f و g  +#�,�# 3�,# /0 /ا�
��� ا��

3V��# ( , , )O i j
� �

 

4i:  ا�
 +ة   (                     j cm= =
� �

 .  (    

�/أ -أ)1    ��" '�  f +��  −∞ و  +∞ .  
� �������%"��_د ا�>���� ا� + -ب        ��( )C. 
ln:  أن �� �-أ) 2     2( ) : '( ) 4(1 ln 2) xx IR f x x e −∀ ∈ = − 

  . f �ات ا�+ا�-�Q g+ول 8ط أ�-ب         
� أن ا�,+-ج         �� ) �-د� ا�
 �+ان ���,��� ه�� ا��2و  1� د ) 0f x = . 

 .�ات �g� ا�، - �%"��_ ا�عا�>�و، ا�����ت:  gا�- +رس ا�أد) 3   
)ر3M ا�������� أ) 4    )C و ( )Γ 0/�,3 ">� ا��.  


ب (   �h# ��E ف�h,"�ط اO" ++�8- jk?" : ln 2 2,7e  ؛  =0,7    ؛  =
1

1,4
ln 2

 ؛   =
1

0,4
e

=(  

 

II         -   ����k  R��� ��O�O  دا+� :
2

0 k
e

< <  . 

)- د� ��F# ZO�8"�� أن ا��,�-أ)1     )g x k=  ل ��<��;# ���  AFO8α  و β  R��� 
1

2
α β< <. 


ن ا�,+  k  +د ��S- ا�,+د -ب        � R��اند�α  و β  -ه��  _ ا��,�د�  :( ) 0f x =  . 
 

�,+د اا�- �F ا�+�",       - kf  0�,ا�� -� ��  IR  ����/ :   ( ) 4 2kx
kf x xe −= −  

) :آ+ #� أن  8? -أ) 2     ) : '( ) 4(1 ) kx
kx IR f x kx e −∀ ∈ = −  . 

 .  ��g8 kfات ول+ أ�ط Q- ب        
)- ��,�د� اM���L أن ا -أ) 3     ) 0kf x � ��F���� AFO8ط    =�<��;# �a و b   R���:   

                    
1

a b
k

< < 

a: ن أ ���  -ب          α= و  b β=.   

�اء- أ)4    Q@�� -�#��� أن � �  ��M�,��ل #:  
20

1
( ) : (1 )

t kx kt ktt IR xe dx kte e
k

− − −∀ ∈ = − −∫ 

) أ �' ا����#A  -ب        )k kI f x dx
β

α
= ∫  -��+� α و β.   

ln(2:  اM���L أن  -ج        ).ln(2 ) 1α β ≤ .   

�  vو   uا آ�ن ذ ��� أ"ه إ) 5  � �+د��O�O 
# ��<��;# Q R��� �,hS ��F :
ln( ) ln( )u v

u v
=  

)n0      lnن  ).ln( ) 1u v ≤ .   

 
0,5 

 
0,75 
 

0,75 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

0,5 
0,5 
0,5 
 

0,25 
0,75 
1 

1 

 

 

 

 

 

 

0,5 
 

0,25 
 
 
 

0,25 
0,5 
 
0,5 
 
 
1 
 
0,5 
 
0,5 
 

0,75 
0,75 
 

 



علوم رياضية  :الشعبة  

  ساعات4:  المدة

 الامتحان الوطني الموحد لنيل شهادة البكالوريا

2003دورة يونيو  

 المملكة المغربية

ابوزارة التربية الوطنية و الشب  

 
  1تمرين

نعتبر في      
):      المعادلة التالية *2 ) ( ) ( )2 2: 7 2 7E x x y x+ = +  

)   ليكن ) 2*;x y   .y و x القاسم المشترك الأآبر للعددين δ وليكن ∋

x  نضع     aδ= و y bδ=  

)لنفترض أن  -1 );x y حل للمعادلة ( )E.  

):  تحقق أن  ) أ ) ( )2 2 2 7 2a a b a bδ + = +  

2 حيثkيوجد عدد صحيح طبيعي :    استنتج أنه  ) ب 2 7a kbδ + 22a و = b ka+ = 

1aبين أن   ) ت =. 

)استنتج أن   ) ث )2 21 8b δ+ = + 

حل في -2
) المعادلة *2 )E.  

   2مرينت  

)     المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ;O i j.  

)     نعتبر المنحنى )E 23 الذي معادلته 16
4

y x= −  

)بين أن )   أ -1 )Eجزء من اهليج يتم تحديده . 

)أرسم المنحنى ) ب )E.  

)لتكن  -2 )4;0A و ( )0;3Bنقطتين  . 

) من 1Mنعتبر النقطة  )E1 التي أفصولهاx حيث [ ]1 0;4x ∈.  

1نضع  14cosx t= 10 حيث
2

t π
≤ ≤.  

): و نعتبر التكامل الآتي  )
1

4 2
1

3 16
4 x

I x x dx= −∫.  

4cosxباستعمال مكاملة بتغيير المتغير و ذلك بوضع ) أ t= 0 حيث
2

t π
≤   :، بين أن≥

                                ( ) ( )1 1 16 3sin 2I x t t= −  

03pts
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)لتكن ) ب )1S x مساحة السطح المحصور بين المستقيمين ( )OA و ( )1OMوالمنحنى ( )E.  

) مساحة السطح المحصور بين المستقيمين S    ولتكن  )OA و ( )OBوالمنحنى ( )E.  

13sin هو 1Mتحقق أن أرتوب النقطة  • t  

)أحسب  • )1S x 1 بدلالةt. 

 .Sاستنتج قيمة  •

)بين أن *  -3 )1 1
1
2 4

S x S t π
= ⇔ =.  

) في النعلم 1Mحدد إحداثيتي *    ); ;O OA OB1 في حالة 4
t π
=.   

  3 تمرين  

       I- لكل ( );a bنعتبر المصفوفة 2 من ،( );a b
a b b

M
b a
+ − 

=  
 

  

)           في  )2M لتكن،( )Eمجموعة المصفوفات الاتية  :( ) ( ) ( ){ }2
; / ;a bE M a b= ∈.  

)           نذآر أن   )( )2 ; ;M +   . حلقة تبادلية واحدية×

)بين أن  -1 )E جزء مستقر من ( )( )2 ;M ) و من+ )( )2 ;M ×.  

)بين أن  -2 )( ); ;E +  .احدية حلقة تبادلية و×

2: ، لديناy وxلكل عددين حقيقيين بين أن ) أ -3 2 0 0x xy y x y+ + = ⇔ = = 

)حدد العناصر التي تقبل مقلوبا في الحلقة ) ب )( ); ;E + ×.  

)استنتج أن ) ج )( ); ;E +   . جسم تبادلي×

         II- ليكن σ عددا عقديا لا ينتمي الى.  

)بين أن  -1 )1;σ أساس للفضاء المتجهي الحقيقي ( ); ;+ ×.  

) من ψنعتبر التطبيق  -2 )E المعرف بما يلي  نحو . 

                                
( )
( );

:

a b

E
M a b

ψ
σ

→

→ +
  

) تشاآل  تقابلي من ψ    بين أن  )( );E ) نحو + );+  

2 المعادلة نعتبر في  -3 1 0z z− + =  

  . هذه المعادلة و أآتب حليها على الشكل المثلثيحل في 
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1نفترض في هذا السؤال أن  -4 3
2 2
iσ = +  

) تشاآل من ψبين أن  )( );E ) نحو × );×  

  4 تمرين 

       I- لتكن  f الدالة العددية المعرفة ] ) بما يلي ∞+;0] ) 2
ln 14

2
xf x
x

= )، و ليكن − )Cمنحنى الدالة   

         f معلم متعامد ممنظم  في( ); ;O i j 2 و حدتهi j cm= =.  

)أحسب  -1 )
0

lim
x

f x
+→

) و  )lim
x

f x
→+∞

)، ثم حدد الفرعين اللانهائيين للمنحنى )C.  

[بين أن ) أ -2 [ ( ) 3
1 2ln0; ' 4 xx f x
x

− ∀ ∈ +∞ =  
 

. 

  .fدول تغيرات أعط ج) ب

) بين أن المعادلة -3               ) 0f x   بحيث α و β تقبل بالضبط حلين مختلفين =

                     1 3eα β≺ ≺ ≺ 1نعطي        ( ≻ ln3 1,1≺ ≺(  

)  حدد معادلة المماس -4              )T  للمنحنى ( )C 1 في النقطة التي أفصولها.  

) أرسم المنحنى -5              )C.  

        III- لكل عدد صحيح n4  بحيثn [ المعرفة على nf، نعتبر الدالة ≤   : بما يلي∞+;0]

                                                                   ( ) 2
ln 1

2n
xf x n
x

= −  

)          و ليكن  )nC المنحنى الممثل لدالة nfفي معلم متعامد ممنظم .  

  .nf أدرس تغيرات الدالة -1          

) أدرس تقعر -2           )nC و بين أنه يقبل نقطة انعطاف أفصولها 
5
6e.  

)قارن )  أ-3           )n
f x و ( )1n

f x
+

  .x حسب قبم 

)استنج الوضع النسبي للمنحنيين )                ب )nCو ( )1nC +.  

)  بين أن المعادلة -4           ) 0nf x 1 بحيث nv و nu تقبل بالضبط حلين مختلفين = n nu e v≺ ≺ ≺  

) بين أن -5           ) 4n nu
  ).III-3يمكن استعمال نتيجة السؤال ( متتالية تناقصية قطعا ≤

  :، بين أن )II-2ستعمال نتيجة السؤال با)  أ-6          

                                ( )( ) ( )1 3
4 ln 1

2
n n

n n
u u

n u u
− −

∀ ≥ ≤ ≤ −  
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)  : استنتج أن)   ب         ) ( )
( )

2 2

4 1
2 3
n n

n
n

u u
n u

n n u
∀ ≥ ≤ − ≤

−
  

14بين أن )           ج 1
2 n

en u
n n

∀ ≥ ≤ − ≤  

)استنتج أن )           د ) 4n nu
≥

  . متقاربة محددا نهايتها

بين أن )  أ-7        
5
64 nn e v∀ ≥ نعطي  ( ≻

5
6 5,3e ≺. (  

limاستنتج أن )    ب         nn
v

→+∞
= +∞  
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Corrigé

Exercice 1

1. (a) On remplace x = da et y = db dans (E) :

d2a2(d2a2 + 7) = db(2da+ db)

⇔ d2a2(d2a2 + 7) = d2b(2a+ b)

⇔ a2(d2a2 + 7) = b(2a+ b)

(b) D’après (a), b|a2(d2a2+7). Or comme x∧y = d, a∧b = 1, d’où a2, b∧ = 1. Par le théorème
de Gauss, b divise donc d2a2 + 7.

Par conséquent, il existe k ∈ N tel que

d2a2 + 7 = kb

En remplaçant dans l’égalité du (a), il vient :

a2kb = b(2a+ b)

et comme b 6= 0,

a2k = 2a+ b

(c)
a2k = 2a+ b ⇒ b = a(ka− 2) ⇒ a|b ⇒ a = a ∧ b ⇒ a = 1



(d) On a alors :

(E) ⇔ d2 + 7 = b(2 + b)

(E) ⇔ b2 + 2b = d2 + 7

(E) ⇔ b2 + 2b+ 1 = d2 + 8

(E) ⇔ (b+ 1)2 = d2 + 8

2. D’après (1), si (x, y) est solution de (E) alors x = x∧ y, c’est-à-dire x|y, d’où y = bx, et alors :

(b+ 1)2 = x2 + 8

⇔ (b+ 1)2 − x2 = 8

⇔ (b+ 1 + x)(b+ 1− x) = 8 = 23

Or b + 1 + x > b + 1 − x, et b + 1 + x + b + 1 − x = 2(b + 1) qui est paire, donc b + 1 + x et
b+ 1− x sont de même parité, soit pairs, comme leur produit est pair.

On a alors : b + 1 + x = 4 et b + 1 − x = 2 qui sont les seules solutions. On trouve alors le
système suivant : {

b+ 1 + x = 4

b+ 1− x = 2
⇔

{
b+ x = 3

b− x = 1

⇔

{
b = 2

x = 1

Or y = bx = 2.

Réciproquement, (1, 2) est solution de (E). Donc

S = {(1, 2)}

Exercice 2

1. (a)

(E) ⇒ y2 =
9

16
(16− x2)

⇒ 16y2

9
+ x2 = 16

⇒ x2

42
+
y2

32
= 1

On retrouve l’équation d’une ellipse centrée en O, d’axe (Ox), de demi-grand axe a = 4
et de demi-petit axe b = 3.

(E) est la partie de cette ellipse située au-dessus de l’axe (Ox).



(b)

2. (a) Avec le changement de variable x = 4 cos t, on trouve :

I(x1) =
3

4

∫ 0

t1

√
16− 16 cos2 t× (−4 sin t) dt

=
3

4

∫ 0

t1

−16
√

1− cos2 t sin t dt

= 12

∫ t1

0

sin2 t dt

= 12

∫ t1

0

1− cos 2t

2
dt

= 12× 1

2
(t1 − 0)− 6

[
sin 2t

2

]t1

0

I(x1) = 6t1 − 3 sin 2t1

(b) – M1(x1, y1) appartient à (E), donc

y1 =
3

4

√
16− x2

1

Or x1 = 4 cos t1, d’où :

y1 =
3

4

√
16− 16 cos2 t1

= 3
√

1− cos2 t1

y1 = 3 sin t1

– En faisant une figure, on voit facilement que

S(x1) = I(x1) +
x1 × y1

2

= I(x1) +
1

2
× 4 cos t1 × 3 sin t1

= I(x1) + 3× 2 sin t1 cos t1

= I(x1) + 3 sin 2t1

= 6t1 − 3 sin 2t1 + 3 sin t1

S(x1) = 6t1



– Clairement,

S = S(0) = S(4 cos
π

2
) = 6× π

2
= 3π

– On a l’équation :

S(x1) =
1

2
S ⇔ 6t1 =

3π

2
⇔ t1 =

π

4

– M1 a pour coordonnées (4 cos t1, 3 sin t1), donc

−−−→
OM1 = 4 cos t1~ı+ 3 sin t1~

= cos t1 × 4~ı+ sin t1 × 3~

= cos t1
−→
OA+ sin t1

−−→
OB

D’où, pour t1 =
π

4
, M1 a pour coordonnées

M1

(√
2

2
,

√
2

2

)
.

Exercice 3

I.

1. Soit M(a1,b1),M(a2,b2) ∈ E :

M(a1,b1) =

(
a1 + b1 −b1
b1 a1

)
M(a2,b2) =

(
a2 + b2 −b2
b2 a2

)
Pour la somme :

M(a1,b1) +M(a2,b2) =

(
(a1 + a2) + (b1 + b2) −(b1 + b2)

(b1 + b2) (a1 + a2)

)
= M(a1+a2,b1+b2) ∈ E

Donc E est stable pour la loi +.

Pour le produit :

M(a1,b1)M(a2,b2) =

(
(a1 + b1)(a2 + b2)− b1b2 −(a1 + b1)b−b1a2

b1(a2 + b2) + a1b2 −b1b2 + a1a2

)
=

(
a1a2 + a1b2 + b1a2 + b1b2 − b1b2 −a1b2 − b1b2 − b1a2

b1a2 + b1b2 + a1b2 −b1b2 + a1a2

)
=

(
(a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1b2 + b1a2) −(a1b2 + b1b2 + b1a2)

a1b2 + b1b2 + b1a2 a1a2 − b1b2

)
M(a1,b1)M(a2,b2) = M(a1a2−b1b2,a1b2+b1b2+b1a2) ∈ E

Donc E est stable pour la loi ×.

E est donc une partie stable de (M2(R),+) et de (M2(R),×).



2. (E,+) est un sous-groupe de M2(R) car E est non vide et E est stable par +, et pour tout
M(a,b) ∈ E, on a −M(a,b) = M(−a,−b) ∈ E.

En outre, la stabilité de E par × suffit pour conclure que (E,+,×) est un sous-anneau de
l’anneau (M2(R),+,×).

Pour tout (a1, b1) et (a2, b2) de R2, on a :

M(a2,b2)M(a1,b1) =

(
(a2 + b2)(a1 + b1)− b1b2 −(a2 + b2)b1 − b2a1

(a1 + b1)b2 + a2b1 −b1b2 + a1a1

)
=

(
(a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1b2 + b1a2) −(a1b2 + b1b2 + b1a2)

a1b2 + b1b2 + b1a2 a1a2 − b1b2

)
= M(a1a2−b1b2,a1b2+b1b2+b1a2)

M(a2,b2)M(a1,b1) = M(a1,b1)M(a2,b2)

Donc (E,+,×) est un anneau commutatif.

Puisque I = M(1,0) ∈ E, E est unitaire et d’unité la matrice unité I.

3. (a) Résolvons l’équation du second degré x2+xy+y2 = 0 en x. L’équation a pour discriminant :

∆ = y2 − 4y2 = −3y2 6 0

L’équation admet une solution réelle uniquement pour y = 0. Cette solution est alors :

x = −y
2

= 0

Ainsi,

x2 + xy + y2 = 0 ⇔ x = y = 0 .

(b) Un élément M(a,b) de E est inversible si et seulement si detM(a,b) 6= 0.

Or
detM(a,b) = a(a+ b) + b2 = a2 + ab+ b2

Le déterminant est donc nul uniquement si a = b = 0, soit pour M(0,0).

Ainsi, tous les éléments de E sauf M(0,0) sont inversibles.

(c) (E,+,×) est un anneau commutatif non réduit à {0}, et tout élément non nul de E est
inversible pour le produit.

Par conséquent, (E,+,×) est un corps commutatif.

II.

1. Posons u = x + iy, avec x ∈ R et y ∈ R∗ (u n’est pas réel). Soit (a, b) ∈ R2, montrons que
a+ ub = 0 ⇒ a = b = 0.

a+ ub = 0 ⇔ a+ xb+ iyb = 0 ⇔

{
a+ xb = 0

yb = 0

Or y 6= 0, donc on a b = 0, ce qui donne aussi a = 0. Ainsi,

∀(a, b) ∈ R2, a+ ub = 0 ⇒ a = b = 0

Donc (1, u) est une famille libre.

Montrons que (1, u) est génératrice. Prenons alors v ∈ C, et montrons qu’il existe (a, b) ∈ R2

tels que v = a+ bu.

On a v = v1 + iv2, avec (v1, v2) ∈ R2, et ∀(a, b) ∈ R2, a+ bu = a+ xb+ iyb.



Soit, en posant b =
v2

y
et a = v1 − bx = v1 −

v2x

y
, on a bien (a, b) ∈ R2 tels que

a+ bu = v1 −
v2x

y
+
v2

y
x+ i

v2

y
y = v1 + iv2 = v

Par conséquent,
∀v ∈ C,∃(a, b) ∈ R2, v = a+ bu

Donc (1, u) est une famille génératrice.

Par conséquent, (1, u) est une base de l’espace vectoriel réel (C,+, ·).
2. Soit (M(a1,b1),M(a2,b2)) ∈ E2. Alors :

ψ(M(a1,b1) +M(a2,b2)) = ψ(M(a1+a2,b1+b2))

= a1 + a2 + (b1 + b2)u

= (a1 + b1u) + (a2 + b2u)

ψ(M(a1,b1) +M(a2,b2)) = ψ(M(a1,b1)) + ψ(M(a2,b2))

ψ est donc un morphisme de (E,+) dans (C,+). Montrons que ψ est bijective.

On voit clairement qu’à chaque matrice M(a,b) ∈ E correspond un unique couple (a, b) ∈ R2

et réciproquement. De plus, comme (1, u) est une base de (C,+, ·), à chaque z ∈ C correspond
un unique couple (a, b) ∈ R2 tel que z = a+ bu, et réciproquement.

Par conséquent, à chaque matrice M(a,b) ∈ E correspond un unique z ∈ C et réciproquement,
donc ψ est bijective.

On a donc montré que ψ est un isomorphisme de groupe de (E,+) sur (C,+).

3. L’équation dans C z2 − z + 1 = 0 a pour discriminant :

∆ = 1− 4 = −3

Elle admet donc deux solutions complexes conjuguées, à savoir :

z =
1± i

√
3

2

Donc

S =

{
1 + i

√
3

2
,
1− i

√
3

2

}
Sous forme trigonométrique, cela nous donne :

S =
{

cos
π

3
+ i sin

π

3
, cos

(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)}
4. Remarquons premièrement que u est solution de l’équation z2 − z + 1 = 0, donc u2 = u− 1.

On a :

ψ(M(a1,b1) ×M(a2,b2)) = ψ(M(a1a2−b1b2,a1b2+b1b2+b1a2))

= a1a2 − b1b2 + (a1b2 + b1b2 + b1a2)u

et

ψ(M(a1,b1))× ψ(M(a2,b2)) = (a1 + b1u)(a2 + b2u)

= a1a2 + (a1b2 + b1a2)u+ b1b2u
2

= a1a2 + (a1b2 + b1a2)u+ b1b2(u− 1)

= a1a2 − b1b2 + (a1b2 + b1b2 + b1a2)u



ψ(M(a1,b1) ×M(a2,b2)) = ψ(M(a1,b1))× ψ(M(a2,b2))

D’où ψ est un morphisme de (E,×) vers (C,×). On a montré auparavant que ψ est bijective,
donc ψ est un isomorphisme de (E,×) sur (C,×).

Exercice 4

I.

1. En 0+ :
lim

x→0+
lnx = −∞

et

lim
x→0+

4

x2
= +∞

d’où :
lim

x→0+
f(x) = −∞

En +∞ :

lim
x→+∞

lnx

x2
= 0

donc

lim
x→+∞

f(x) = −1

2

Donc (C) admet une asymptote horizontale en +∞ d’équation y = −1

2
.

2. (a) f est dérivable sur ]0,+∞[ comme quotient et somme de fonctions dérivables sur cet
intervalle. Pour tout x de ]0,+∞[ :

f ′(x) = 4
x2/x− 2x lnx

x4

f ′(x) = 4
1− 2 ln x

x3

(b) Pour tout x > 0, x3 > 0, donc f ′(x) est du signe de 1 − 2 ln x. x 7→ 1 − 2 ln x est
strictement décroissante (car ln est strictement croissante) sur ]0,+∞[, et s’annule pour
lnx = 1/2 ⇔ x =

√
e. On a donc le tableau de variations suivant pour f :

x 0
√

e +∞
f ′ + −

2e−1 − 1/2
f ↗ ↘

−∞ −1/2

3. f est dérivable donc continue sur ]0,+∞[.

f est continue et strictement croissante sur ]0,
√

e], donc la restriction de f à ]0,
√

e] est une
bijection de ]0,

√
e] sur ]−∞, 2e−1 − 1/2]. Ainsi, tout élément de ]−∞, 2e−1 − 1/2] admet un

unique antécédent par f dans ]0,
√

e[. Or 0 ∈]−∞, 2e−1−1/2], donc l’équation f(x) = 0 admet
une unique solution a dans ]0,

√
e].

De même, f est continue et strictement décroissante sur [
√

e,+∞[, donc la restriction de f à
[
√

e,+∞[ est une bijection de [
√

e,+∞[ sur [2e−1 − 1/2,−1/2]. Ainsi, tout élément de [2e−1 −



1/2,−1/2] admet un unique antécédent par f dans [
√

e,+∞[. Or 0 ∈ [2e−1 − 1/2,−1/2], donc
l’équation f(x) = 0 admet une unique solution b dans [

√
e,+∞[.

De plus, on a
f(1) = −1/2 < f(a) = 0 < f(

√
e) = 2e−1 − 1/2

et f est strictement croissante sur ]0,
√

e], donc

1 < a <
√

e

De même :
f(
√

e) > f(b) = 0 > f(3)

car

1 < ln 3 < 1, 1 ⇒ 4/9 <
4 ln 3

32
<

4, 4

9
⇒ − 1

18
< f(3) < − 1

90
< 0

et f est strictement décroissante sur [
√

e,+∞[, donc

√
e < b < 3

Par conséquent, l’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et b vérifiant :

1 < a <
√

e < b < 3

4. On a f(1) = −1/2 et f ′(1) = 4, d’où l’équation de (T ), tangente à (C) au point d’abscisse 1,
a pour équation :

(T ) : y = f ′(1)(x− 1) + f(1)

y = 4x− 9

2

5.

II.

1. Pour tout t > 0 :
1 + t > 1

⇔ 1

1 + t
6 1

(car x 7→ 1/x strictement décroissante sur ]0,+∞[).

De plus,
1− t2 6 1

⇔ (1− t)(1 + t) 6 1

⇔ 1− t 6
1

1 + t



car 1 + t > 0.

D’où on trouve la double inégalité cherchée : pour tout t de [0,+∞[,

1− t 6
1

1 + t
6 1

2. En intégrant la relation précédente entre 0 et a :∫ a

0

(1− t) dt 6
∫ a

0

dt

1 + t
6
∫ a

0

dt

⇔ a− a2

2
6 ln(1 + t) 6 a

III.

1. fn est dérivable sur ]0,+∞[ comme quotient de fonctions dérivables. Pour tout x de ]0,+∞[,

f ′n(x) = n
1− 2 ln x

x3

Les variations sont les mêmes que pour f ...

2. f ′n est aussi dérivable sur R∗
+ et pour tout x de R∗

+,

f ′′n(x) = n
−2x3/x− 3x2(1− 2 ln x)

x6

f ′′n(x) = n
6 ln x− 5

x4

On a n > 0, x4 > 0, donc f ′′n est du signe de x 7→ 6 ln x− 5, qui est strictement croissante sur
]0,+∞[, et s’annule pour x = e5/6.

Ainsi, f ′′n est strictement négative sur ]0, e5/6[, s’annule en e5/6, et est strictement positive sur
]e5/6,+∞[.

D’où, (Cn) est concave sur ]0, e5/6[, convexe sur ]e5/6,+∞[, et admet un point d’inflexion d’abs-
cisse e5/6.

3. (a)

fn+1(x)− fn(x) =
lnx

x2

et pour tout x de ]0,+∞[, x2 > 0, donc : pour 0 < x < 1, fn+1(x) < fn(x) ; pour x > 1,
fn+1(x) > fn(x). En x = 1, fn+1(x) = fn(x).

(b) Il en découle que sur ]0, 1[, (Cn+1) est en dessous de (Cn), et sur ]1,+∞[, (Cn) est en-
dessous de (Cn+1). Les deux courbes se coupent au point d’abscisse 1.

4. On prend exactement la même démonstration qu’au I-3, en remplaçant a et b par un et vn.

5. On sait que pour tout x de ]1,+∞[, fn+1(x) > fn(x). Or un ∈]1,+∞[, d’où

fn+1(un) > fn(un) = 0

Or fn+1(un+1) = 0, d’où :
fn+1(un) > fn+1(un+1)

fn+1 est strictement croissante sur ]1,
√

e[, et un, un+1 ∈]1,
√

e[, donc :

un > un+1

La suite (un)n>4 est donc strictement décroissante.



6. (a) Pour tout n > 4, un > 1, donc un − 1 > 0. En appliquant la formule de II-2, on trouve
alors :

un − 1− (un − 1)2

2
6 lnun 6 un − 1

⇔ (un − 1)(2− un + 1)

2
6 lnun 6 un − 1

⇔ (un − 1)(3− un)

2
6 lnun 6 un − 1

(b) Partons du fait que fn(un) = 0 :

fn(un) =
n lnun

u2
n

− 1

2
= 0

⇔ lnun =
u2

n

2n

Or d’après la question précédente,

lnun =
u2

n

2n
6 un − 1.

De plus,
(un − 1)(3− un)

2
6 lnun =

u2
n

2n

⇔ un − 1 6
2u2

n

2n(3− un)

(la division par 3− un ne change pas le sens de l’inégalité car un <
√

e < 3.

Ainsi, on trouve l’inégalité cherchée : pour tout n > 4,

u2
n

2n
6 un − 1 6

u2
n

n(3− un)

(c) Par ailleurs, on sait que 1 < un <
√

e, donc
1

2n
6
u2

n

2n
, et

u2
n

n(3− un)
6

e

n(3− un)
.

De plus,

un 6
√

e ≈ 1, 65 6 2

⇔ un + 1 6 3

⇔ 3− un > 1

⇔ 1

3− un

6 1

⇔ e

n(3− un)
6

e

n

Ainsi, on trouve :
1

2n
6 un − 1 6

e

n



(d) Clairement,

lim
n→+∞

1

2n
= lim

n→+∞

e

n
= 0

Donc, d’après le théorème des gendarmes,

lim
n→+∞

un − 1 = 0

d’où :
lim

n→+∞
un = 1

7. (a) Calculons fn(e5/6) pour tout n > 4 :

fn(e5/6) =
5n

6e5/3
− 1

2

>
5× 4

6× 5, 3
− 1

2

> 0, 12

> 0

Or fn(vn) = 0, donc fn(e5/6) > fn(vn), d’où comme vn, e
5/6 ∈ [

√
e,+∞[ et fn est stricte-

ment décroissante sur cet intervalle,

vn > e5/6 .

(b) Pour tout n > 4, par définition fn(vn) = 0 donne v2
n = 2n ln(vn).

Le (7a) donne ln vn > 5/6.

D’où

v2
n >

5

3
n

vn >

√
5

3
n

Et comme lim
n→+∞

√
5

3
n = +∞, on a

lim
n→+∞

vn = +∞ .
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 المملكة المغربية

 وزارة التربية الوطنية و الشباب

 
 1تمرين

   آرات زرقاء4 آرات حمراء و 4 يحتوي على Uالصندوق  . V وUلدينا صندوقان 

   آرات زرقاء4 يحتوي على آرتين حمراويين و V  الصندوق                              

  :نعتبر التجربة الاتية

   ثم نسحب عشوائياV، اذا آانت حمراء نضعها في الصندوق Uمن الصندوق  آرة       نسحب عشوائيا 

   V، و اذا آانت زرقاء نضعها جانبا ثم نسحب عشوائيا  آرة من الصندوق V      آرة من الصندوق 

  :الأحداث التاليةولتكن 

                           1R "  الكرة المسحوبة منUحمراء "  

                           1B "  الكرة المسحوبة منUزرقاء "  

                           2R " من الكرة المسحوبة Vحمراء"  

                           2B "  الكرة المسحوبة منVحمراء" 

  1B و 1Rأحسب احتمال  -1

 " محقق1B علما أن 2B "و احتمال"  محقق1R علما أن 2B"أحسب احتمال  -2

)بين أن  -3 )2
13
21

p B = 

)استنتج  -4 )2p R 

   2تمرين  

0 عددا حقيقيا بحيث θليكن  2θ π≤ 5cos نضع ≻ 3 sinp iθ θ= +.  

) المعادلة نعتبر في  )E التالية ( ) 2: 2 16 0E z pz− + =  

)تحقق ان ) أ -1 )22 3cos 5 sin 16p iθ θ− + =  

) المعادلة حل في ) ب )E : 1نرمز بـz 2 وz لحلي المعادلة ( )E 1 حيث 2z z≺  

)  المستوى العقدي منسوب الى معلم متعامد ممنظم مباشر-2       ); ;O u v 1، نعتبر النقطتينM 2 وMاللتين   

  .2z و 1z على التوالي هماا            لحق

] فيθبين أنه عندما يتغير   ) أ [0;2π 1 فان النقطةM تتغير على دائرة ( )Cينبغي تحديد معادلتها   

] منتصف Pلتكن   ) ب ]1 2M M. 

)و لتكن  )Γ مجموعة النقط P عندما يتغير θفي [ [0;2π 
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)  بين أن )Γ اهليج بؤرتاه النقطتان F و 'F 4 و 4 اللتين لحقاهما-.  

} من b وaبين أنه لكل عددين عقديين ) أ-3 ):  لدينا−4{ )4 4 16
4 4

b a ab
b a
+ + = − ⇔ = − − 

  

2استنتج أن )    ب 1

2 1

4 4
4 4

z z
z z
+ +

= −
− −

  

)بين أن )    ج ) ( ) [ ]1 1 2 2; ' ; ' 2M F M F M F M Fπ π≡ +  

)بين أن معادلة المماس )  أ-4 )T للمنحنى ( )Γ في النقطة P 3 هي cos 5 sin 15x yθ θ+ =  

)بين أن المماس )     ب )T عمودي على ( )1 2M M.  

  3  تمرين 

       I- لكل ( );a bنعتبر المصفوفة 2 من ،( );
2

2
a b

a b
M

b a

 
=   
 

  

)           في  )2M لتكن،( )Eمجموعة المصفوفات الاتية  :( ) ( ){ }2 2
; / 2 1a bE M a b= − =           .  

نضع -1
3 2 2

2 2 3
A

 
=   
 

) ، تحقق أن  )A E∈  

) أن بين -أ -2 )Eجزء مستقر في ( )( )2 ;M ) تبادلي في× و أن القانون× )E 

) بين أن جميع عناصر -ب )E تقبل مقلوبا في ( )Eآيب الداخلي بالنسبة لقانون التر×  

) بين أن-ج )( );E   . زمرة تبادلية×

0نضع  -3 1 0
0 1

A  
=  
 

1n    من n و لكل  nA A A+ = }نعتبر المجموعة. × }/nG A n= ∈ 

)تحقق أن ) أ     )G E⊂ 

) في × بالنسبة للعملية G مجموعة مماثلات مصفوفات Hلتكن ) ب )E  

}     بين أن  }/nH B n=  حيث ∋
3 2 2

2 2 3
B
 −
  − 

 

Gبين أن ) ج H∪ زمرة جزئية من ( )( );E ×  
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  4 تمرين 

       I-  ليكن*n∈.  

) بما يلي  الدالة العددية المعرفة ng        نعتبر ) nx
ng x x e−= )، و ليكن + )nCمنحنى الدالة   

         ng في معلم متعامد ممنظم ( ); ;O i j   

 ng أدرس تغيرات -أ -1

   n يتم تحديده بدلالة nu تقبل قيمة دنيا عند عدد حقيقيng بين أن -ب

)   أحسب )أ -2 )lim nx
g x

→+∞
) و  )lim nx

g x
→−∞

، 

)ن للمنحنىحدد الفرعين اللانهائيي) ب )nC 

)أدرس الوضع النسبي للمنحنيين ) أ -3               )1C و ( )2C 1 المثلينg 2 وg  

)أنشئ )                   ب )1C و ( )2C)     نأخدln 2 0;7 ; 2i j cm≈ = =( 

):  التكاملxباستعمال مكاملة بالأجزاء أحسب بدلالة ) أ  -4              ) 2
0

x tI x te dt−= ∫  

] على 2g قصور الدالة 2h لتكن )                  ب ]0;ln 2.  

  . حول محور الأفاصيل2h                       أحسب حجم مجسم الدوران المولد من دوران التمثيل المبياني لـ

)نضع  -5 )n n nv g u=  

)بين أن  المتتاليتين  ) *n nu ) و ∋ ) *n nv   . متقاربتان و حدد نهايتهما∋

        II نعتبر الدالةnf بما يلي المعرفة على                  :( ) nx
nf x x e= +  

)          و ليكن  )nΓنحنى الممثل لدالة  المnfفي معلم متعامد ممنظم ( ); ;O u v.  

  .nf أدرس تغيرات الدالة -1          

)استنتج أن المعادلة-2           ) 0
n
f x   .nα  وحيدا تقبل حلا=

1بين أن )  أ-3          
1ln 2;
2

α  ∈ − −  
  

1xبين أن )                ب α− 1 و
xe α+ الإشارة لهما نفس.  

;1 الدالة المعرفة على ϕلتكن ) أ -4          
2

 −∞ −  
) بما يلي  ) 1xx e x

e
ϕ = −  

;1 تناقصية على ϕ                بين أن 
2

 −∞ −  
.  

1استنتج أن )              ب 1
1xe x
e

α α+ ≤ − 
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0 نضع -5        
1
2

β = n  :1 و لكل عدد صحيح طبيعي −
n

n e ββ −
+ =  

1 حيث aه يوجد عدد حقيقي بين أن)  أ           1 1n nn aβ α β α+∀ ∈ − ≤ − .   

)لمتتاليةبين أن ا)            ب )nβمتقاربة وحدد نهايتها . 
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